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L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 
DE 


LA BALISTIQUE EXTÉRIEURE 


ET 


SON INTÉGRATION PAR QUADRATURES 


Par M. Jures DRACH. 


. Le travail actuel (*) a pour but l'application à l'équation de la Balis- 
tique extérieure, mise sous la forme ; 


a de 
(1) du 9+)’ 


où p est une fonction arbitraire de la variable wu, des méthodes de 
formation systématique de tous les cas de réduction, indiquées (Comptes 
rendus de l’Académie des Sciences, t. 158, 30 mars 1914, p. 926) pour 


.(1) Ce travail à été présenté à l’Académie des Sciences le 5 mars 1917 et renvoyé à 

* la Commission de Balistique (cf. Comptes rendus, t. 170, 23 février 1920). M. A. Denjoy 

m'ayant manifesté le désir d’étudier, pendant son séjour au Polygone de Gâvres, les cas 

"nouveaux d’intégrabilité de l'équation de la Balistique qui résultaient de ma théorie, au 

point de vue des applications pratiques, une copie de ce Mémoire a été adressée en 

même temps à M. le général Charbonnier, directeur du Polygone de Gavres, pour être 
communiquée à M. A. Denjoy, à toutes fins utiles. 

Ann. Éc. Norm., (3), XXX VII. — JANVIER 1920. 
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toutes les équations os = Go où P et Q sont des polynomes en y, 
de degré déterminé, à coefficients quelconques en x. 

On s’est borné ici à l'examen des cas où l'intégration complète de (1) 
se fait par des quadratures. La fonction ¢ (u) peut alors être définie à 
l’aide d'opérations, en nombre limité, qui sont, dans le cas le plus 
général, des calculs d’intégrales de fonctions bien déterminées prises 
dans un champ complexe, le long de contours fermés. 

On fait voir également comment cette définition de pu) est liée à 
la détermination du groupe de rationalité d’une certaine équation 
linéaire aux dérivées partielles et à la réduction de ce groupe. 

Enfin l’examen de tous les cas d'intégration de l’équation (1) anté- 
rieurement connus (d’Alembert, Legendre, M. F. Siacci) permet de 
les situer parmi les classes étendues d'équations (1) que nous faisons 
connaitre et d'indiquer les raisons précises de la réduction du pro- 
blème. : 

I] convient d’ajouter que la recherche présente est essentiellement 
d'ordre mathématique : son intérêt tient surtout à ce que l’équa- 
tion (1) est une des formes réduites de l'équation, en apparence plus 


_ P3(y) 
a P,(”) 


degré et du premier degré en y; on peut adopter cette réduite quand 
on connaît trois solutions particulières, isolées, d’une telle équation. 


Sete d : ET 
générale, oa , ou P, et P, sont des polynomes du troisième 


Préliminaires. — J'ai montré ailleurs (') que les seuls cas -de 
réduction d’une équation différentielle du premier ordre 


(a) D AZ. 7h 


où À (a, y) appartient à un certain domaine de rationalité, sont 
ceux où, pour l'équation correspondante aux dérivées partielles 


# 
HE: Oz 
adage nto oi 


(1) Voir, par exemple, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1908. 
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l’une des résolvantes, dont dépendent les éléments 


0? s <: Beh 
pce, Ie | = ae ge ; 
DE dz à | Os 

oy dy dy / 


admet une solution appartenant à ce domaine de rationalité. Cette 
solution est unique, sauf si s est lui-même rationnel. 

Dans le cas où I est rationnel, la détermination de 3, c’est-à-dire 
l'intégration de (a), revient à celle d'un système trréductible de deu: 
équations de Riecati et à des quadratures. Mais dans tous les autres, 
l'intégration complète de (a)se fait au plus par des quadratures (qu’on 
ne peut, bien entendu, effectuer en général). 

Je me propose ici d'appliquer ma théorie à la formation systéma- 
tique de tous les cas où Véquation différentielle de la balistique extérieure 
peut s'intégrer complètement par des quadratures. 

L'examen du cas où I est rationnel, dans le domaine choisi, qui 
conduit à un système de Riccati érréductible, amènerait à considérer 
des transcendantes dont les plus simples sont les analogues de celles 


a . # o 8 oY , . d? > 9 
découvertes par M. Painlevé, qui intègrent l'équation oa = 6y?+ ax 
ou ses généralisations; il n’a d’ailleurs évidemment qu’un intérêt 
théorique ('). 


Forme canonique adoptée. — L’équation fondamentale de la Balis- 
tique extérieure, dite aussi € équation de l’hodographe », 


dV cosa _cVF(V) 
aoe ei” 
ou V désigne la vitesse du projectile, « l’angle de la tangente à la tra- 


(1) Cf. la Note des Comptes rendus (1. 138, 30 mars 1914, p. 926, où j'ai indiqué les 
principes qui permettent l'étude de (a) lorsque A est rationnel en y et quelconque en x. 
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jectoire avec l’horizon, prend, lorsqu’on pose 


cP) = p(w) (*), 


sing =P, V=u, 


a 


la forme 
dv fay 1207 


du u(v +p) 
Elle fait donc partie des équations 


de = P, (0) 
au. 2 wale) 


» 


‘où P,, P, sont des polynomes en ¢ de degrés respectifs 1 et 3, qui 
sont les plus simples après l'équation de Riccati et ont donné lieu à de 
nombreux travaux (?). 

En introduisant, au lieu de uw, la nouvelle variable indépendante 
u, = logu, on peut l’écrire plus simplement encore 


ade, i= 
“9 du, re e+ pit) 


et l’on repasse immédiatement de cette forme à la précédente. 
Il est aisé de voir que l’équalion étudiée, écrite en supprimant 
l'indice 
dy 1— 1? 
(1) 


= ——) 


A0 Oe p 
peut étre prise, en raison de la présence de la fonction arbitraire p, 
pour l'une des formes canoniques de | ‘équation générale 


do Do Dat do? 3 
(2) © Pot Pik aR Pal at ist 


er a aye Gav (pi, qi fonctions de x, q,40), 


dans le cas où l’on connaît trois solutions particulières de cette dernière. 


(1) On englode ainsi dans la fonction 9 une constante multiplicative -. Suivant une 


remarque que m'a fait ultérieurement M. A. Denjoy, il serait désirable de séparer 
dans les formes indiquées pour » celles qui renferment effectivement une telle constante; 
je reviendrai sur ce point à une autre occasion. ; 

(*) Celle remarque, indiquée dans la Note citée plus haut (Comptes rendus, 


30 mars 1914), avait élé faite antérieurement par M. Appell ( Zeitschrift für Mathematik 
und Physik, 1905). 
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En effet, cette équation possède les solutions évidentes »=1,¢= —1 
. I y 
ètv= 0 (comme on le voit en posant = = we): 


Une transformation projective faite sur ¢, c’est-à-dire une transfor- 
mation homographique, permet de changer l'équation (2) qui possède 
les trois solutions 9,(x), o,.(æ), »,(x) en une autre, de même 
nature, admettant les trois solutions 1, — 1, x correspondant aux 

. précédentes. 2 

Cherchons la forme MERE de cette dernière. Pour qu’une équa- 
tion, telle que (2), See les solutions e= +1, 9 =—1, il faut et il 
suffit que p, + p; = 0, p, + p,—0; pour qu'elle admette la solution 


- =o, il faut et il suffit que le terme en v* disparaisse. On a donc 


p,=p,=0 et l’équation cherchée se réduit à 


a Pre) | 
. ax Got Ne 
Il suffit d'y poser 
; Poy 


Jo 
r=du, pu TN AU 
x. p(u) 


pour obtenir l'équation de la Balistique, sous la forme définitivement 
adoptée 

(1) dy ye 

‘ 


du p+ p(u) 


Cette remarque justifierait le développement donné à notre étude, 
lors même que celle-ci serait, au point de vue balistique, sans aucune 
importance pratique. 

Abordons maintenant l'examen des cas de réduction. 


I. Solution rationnelle. — Le premier cas de réduction est celui 
où £ est choisi de telle sorte que l’équation linéaire aux dérivées par- 
tielles 


possède une ions s, ralionnelle en ¢. 
S'il existe, pour ¢ cette équation, une solution cote lie Cit, 


JULES. DRACH. 


(ep) 


3 = 5, on peut supposer, sans restreindre la généralité, que les fac- 
teurs linéaires de fet de g sont simples et en même nombre k; cela 


résulte de ce que / — zg =o n’a, pour s arbitraire, que des facteurs 
simples. Nous écrirons donc 


iy? * (e—a,)...(e — ax) 


Bp =O) eho DE)’ 


Il est clair que log4 =logs est,.en mème temps que =, une solution 


de U(s)=o. ! 
On aura donc, identiquement, en indiquant par un accent une 
dérivation relative à u, 


@+p)[2—-> ” >> reo ame D etes à ees A ts 


Nous allons envisager le développement du premier membre en 
fractions simples de dénominateur (v —a,), (v — 6;), ... et écrire qu'il 
est identiquement nul. 


G3 à 


Pour que le terme en ———- z, disparaisse, il faut et il suffit que 


— (a;+ p)a;+1—a?=—0., 


c’est-a-dire que a; représente une solution particuliére de 


ds I— (4 


a) due +p. 


Le quotient de — a;(e + p)+1— ¢? par(e—a;)est —(¢ + a;+ al). 

- Des conclusions analogues s'appliquent aux termes en — ; 
> — . 

Il reste une partie entière, qu’on peut écrire à 


(v+p)— —2(v +a;+ a) + E(v + bi+ bj), 


et dont l'annulation identique donne immédiatement, puisque les a 
sont en nombre égal aux b, 


g'—0o, d'où a constant et 2(a;+ a;) =2X(b;+ b!). 


1 QA NM Le ne A bars POP ‘a i ., . 2 . 
Le système qu'il s'agit d'intégrer ‘est formé de ces deux équations 
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auxquelles s’ajoutent 


pear BE ot gh athe 
a; = , De 
&i+ 0 b; + p 


(i=1, ..., k). 


L’ équation X(a;+ a;)==(b;-+ b;) devient, quand ¢ on y remplace 


les a’, b; par leur valeur, 


= » 


ai+ 0 b;+ 6 

1— p? _xu/fi-p 
Da) =D +e), 
s x I _y 1 oar 
aa Sos De 5|=° 


_ L'hypothèse p? = 1 donne un cas banal, que nous écartons. 
On voit done que 0 est lié aux a;, b; par l’équation 


Sse S11+ bin 


ou encore 


ou enfin 


Des PER 


ou, en d’autres termes, que ( — 9) est une racine du multiplicateur 


wt rey sr Es pri 
D eas 
Il reste à intégrer l’équation 


of , of (1 — a?) of (—b;i) 
ar aaa ee 0 (Bi +p} 


où p est donné en a;, b; par 
1 Lt Ayp-2 
de Dre. 
Nous observons d’abord que + 1 et — 1 sont deux solutions parti- 


culières de l'équation (1); on aura ainsi deux intégrales : 


mentir y (1+ a@,)...(1+ a) 


iso G— aye mate  E 


(4) On ne peut supposer que +1 et — 1 figurent parmi les a; et les b; sans laisser. 
tomber l'hypothèse que les a; et les 5; sont différents et en même nombre. 


FLOUE 


LEFT LA LAOLES RAC TENNIS AO 


La solution »y = xredonne s=const. saija'e cl ie 


Os SE, COR 
we ETES Dirge 


win 


Pas, f = L'observation faite plus haut que K — 


= du) nous apprend, en 


est un (HAN EEE VE Euler pour (de — — ie 


outre, que toutes les racines de l'équation K =o, sauf Cr 2), sont des 
solutions particulières de l'équation (1) (Euler). 
= Si l’on désigne par c; une de ces racines 


I I SA 
———— — = == 10, 
DRE Di ee | 


ite : ‘ ‘ 
on aura donc une intégrale correspondanté C; de o( /) =o 


Os RE De 
= + ; OT (ec; — 0h)... (e; — br) 


et l’on obtient ainsi (24 —3) nouvelles intégrales, car le degré du 

_numérateur de K(¢) est seulement (24—2) et (—g) est ont des 

ee: racines, lorsque les racines de K(s) sont distinctes. [Chaque racine 

CR K(e) d’ordre « de multiplicité donne (« — 1) relations déterminées 

ue tre les a; et les b; A gt cela et une seule relation depends 
d’une constante.| | b 

LS ~~ ‘Il nous manque done une intégrale de o(/)=0, celle qui renfer- 

| mera u. Nous savons d'avance, d’après la forme de o(/) qu ‘elle 

obtiendra par une quadrature, la constante d'intégration s’ajou- 
tau. : 

~ On obtient aisément en remarquant quediggiaiay doh bee ee 


id F Bai ay Boney Lo - 


te 


nté 


* 


gre à vue sous la Sas + toupie} ans 
Za;— 2b,=C, e-*. 


in farsi de w(f)=o est bu = 2 + log(Za,— 3h ‘la vérifi- 
est hunmediates: 


‘ 


‘ 


\ 
oe 
VUS 


Ae he 2 


oF 


La # 
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de u par le système d'équations 


| RUE I: R(—:1)=",, 
Rey Cy (J=1,...,2623)) 2a;— 2b;=C,e—", 
où l'on a posé we 
ee PO) TE Gr 
NUE (9 — HA D esbN 


el Où Ci, ..., Ci, el p sont toutes les racines de l'équation 


K(v) y : —Y : = 0; 


? —a; 9 —b; 


On conclut de là que ces solutions, ainsi que p, sont algébriques 
ene”. 


Autre méthode. — Il peut être commode, pour les applications, 
d’obtenir les résultats précédents sans mettre en évidence toutes les 
solutions particulières a;, b;. 

Si l’on écrit 


on trauve aisément, en exprimant que s satisfait à l'équation 


0s ,, 05 
Cp hay be eae = Os 


les conditions suivantes : 


ee ta 
C=); (Bi + B;) = 0, nr (bie py’ ape p 
ni, Waitt, a Y , 
' d SAT : 
Ea observant que le multiplicateur K de (we cea, du) s’écrit 
simplement 
K = RES athe ae pag Li 
gers AIO laden TES 


on aura comme suit les intégrales de ce système : 
Soient toujours c,, ..., c;x4 les racines de K(v) =o autres que: 
Ann. Éc. Norm., (3), XXXVII. — Janvier 1920. a 2 
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(— 2), on a d'abord les (24—53) intégrales 


RD Reo RE (= - 24 — 3), 


ba =" 1 
D cr de ; 


Ci b, 
si les racines de K(+) sont distinctes, puis deux intégrales, corres- 
pondant aux solutions +1 et —1: 
B, 
r,= —— ee ase ean rey ba’ 
_ _B: Be 
17 pipe a rente 


Enfin la dernière intégrale de l'équation 
pre UD, ST, En es 
Are a EEE OB tae: rita Ue 
sera 
C= e* =B;. 
Ces 24 relations définissent les 6; et les B; au moyen des u et des 
2k constantes arbitraires Cy, C,, ..., C:x,, D, Vo. 
L'expression de p peut s’obtenir explcitement en observant que 
| Cy, +++) Cak-s Ct (— p) sont toutes les racines de 


Et B, B, 
Ee ae hi Cee 


On a, par exemple, 


Y 
A Perot eu = ae ant Be) 
=e 


I]. Un multiplicateur d’ Euler est rationnel. — Supposons qu’il existe 
_ pour la forme différentielle 


la résolvante dont dépend K, déduite de la condition d’intégrabilité, 


L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE LA BALISTIQUE EXTÉRIEURE. Il 


s'écrit 
OK OK CLS à _(1—e') 1—p? 
au AS +R = ou ep were à 


Nous étudierons d’abord les conséquences qu’entraine l’expression 
de K sous la forme, décomposée en facteurs linéaires, 


=. (o— a)... (9 — an) 


1 (ian belneehtcaibe dry 


où les & et les 8 sont des entiers positifs. | 
En tenant compte de l'expression immédiate de logK, on doit donc 
avoir l’identité en ¢ : 
] 


a CO A 
a v—a, r— bd, 
en O Pt ak |-S4$- ane 
(e+ p) ao) Gos lE=bY 020 (e+ pe)? 
ou, en multipliant par (» + ¢)’, 
g' igs | Bi Bi | 
(ep | 5 — ee ‘ball ven sup. > 
2 L ss : Pi »2 ) à 
+ Ge) (6 +p) | = ten bt | 04 +299)=0. 
Misr 


© disparaisse, il faut et il suffit que l'on 


Pour que le terme en > 
ait ae 
a,(a,+9)[—a(4,+p)+1—aj]=9o, 


ce qui entraine, sia,(a,+¢) #09, 
a\(a,t+ p)=1— aj, 
c'est-à-dire que a, est une solution particulière de l'équation (1). 
Le quotient de «,(v+)[—@,(¢+ o)+1—v?] par (v—a,) est 


manifestement alors 
—a(e+p)("+a+ai) 


+ : a ‘ 5 1 
= + ’ : » ~ ee 
Des remarques analogues s appliquent aux termes tels que mie 
; , 
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ll reste au premier membre une partie entière, que l’on peut écrire 


a’ 


(E) (e +p}T TE (c+a+a)—2B;(e+0b1]1(e + p)—(e +p}+p—1—=0. 


Tous les groupements du premier membre admettent le facteur 
(w+e), sauf le dernier (2?—1) : il serait nécessaire que l'on eût 
o* = 1, si toutes les hypotheses faites devaient être conservées. 

On doit done supposer que le facteur (¢ +2) figure parmi les fac- 
teurs (v—b;), ou parmi les facteurs (v— a;), c'est-à-dire que l’une 
des expressions (a; +»), b;+2) est nulle. 

Faisons l'hypothèse 6,=—¢, la partie entitre correspondante 
sera—$,[o(v +9) +1—e?]. Il restera, au premier membre de l’iden- 
tité étudiée (EZ), en dehors des groupements divisibles par (¢ + 5), la 


somme 
— 3,(1— 6?) + p?—1 


qui, pour = —p, se réduit à 
(31+ 1) (2 — 1). 
Si 5—1-0, cette somme ne peut s'annuler, puisque $, est un 


cation positif. 
Nous devons donc admettre que l’une des quantités a; est égale 


à —2; soit, par exemple, Be &: Le méme raisonnement nous 
donnera alors la somme z,(1- 6?) + ¢?—1, qui doit s'annuler pour 
V= — 5, ce qui exige simplement a | 


Atnst, le facteur (v + 9) figure toujours, au premier degré, au rnumé- 
rateur de K. 

Nous savons, en outre, que l'équation différentielle (1) possède les 
solutions ¢ = +1, 9 =—1; comme l'intégrale générale de (1) dans le 
cas actuel est transcendante et donnée par la quadrature de différen- 


tielle rationnelle en ¢, 
oe TR 
a fk (die : du), 
. vr Pp 


toutes les intégrales algébriques sont nécessairement (‘) des facteurs 
de Ketles facteurs e+ 1 ete —1 doivent figurer soit au numérateur, 
soit au dénominateur de K. 


(1) Sauf dans des cas singuliers. 
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Faisons donc l'hypothèse que 


(eo —1)A(e +1) = (7) ys .(e — Ay, )*m 


K = o(v +) (0 anita, Nee ape 


sans préciser, pour l'instant, le signe des entiers À et 1. 
En séparant dans l'identité (E) les termes entiers qui proviennent 
de la division par (vy —1) et pare + 1), on aura 


(E,) (e+ py ss. [= Hig + a+ a) — XBi(e + b; + b;)](e +p) 
SAF Spe — Hilo +p) ip — a9) (¢ +e) =o 


et, après division par (¢+¢), 


(Œ) E+p)=—Za(e+ait a) 


+ 2Bi(9 + bi+ bi) —[A(e +1) +p(v—n]+p—26—0. 


Cette identité donne simplement deux conditions 


Ul 


G 
es — Sai+ ÈGi—(A+p+2)—o, 


p——Zailar+ ai) + > Bi(di+ bi) +B—A+p—0 


qui s’ajoutent a celles déja obtenues 


, I—a@ cng acted 
CF ji — 
air p 


pour déterminer les (m+ n +2) quantités a; bj 0, 
On conclut d’abord de là que (v —1) et (+1) fig aa a des 
degrés quelconques, soit au numérateur de K, soit au dénomunateur. 


Posons 
as ini rares 
et observons que 
ne LEE ap" 
Dre a 
Pig RE ate ate 


He 10: 
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nous aurons à intégrer le système (2): 
/ 


re | ys ae i -Y EE) 
—=s, p+pA+b+2) +p—À=( Die dod Di +p 


—a} 1— b? , : 
ere Le i= ly Cee Bie ry i rs À 
ai+p b;+p 


ou l'équation aux dérivées partielles correspondante 


via À + Qitaf Pi 


da, aj+p  ‘ 06, a+p 
of a B: 
+ 5 Ose Dass SEE) | 
Of 


up + +2)|+ Se =o 


Pour faire cette intégration nous remarquerons que l'intégrale s de 
l'équation . 
A Pire Oz 
ative Paneer (# +p) de ony 
peut s’obtenir explicitement, à l’aide d’une guadrature partielle, sous 
la forme | | 


«af. K dv + Du), 


oily, est une quantité finie, indépendante de v et de wu. La fonction ® 
sera déterminée par 


: je (1— 6?) 


ou encore, en tenant compte de la résolvante en K, identique 


OK af, u—e))] _ 
Ge CAN hacer Rett 
par la relation 


oD’ << | en |. Ent CL (po + (oo Qi)... (Po — an )n 
a) [cess ES Gea CES 8 10 


qui donnera ® par une quadrature quand les a;, b;, ¢ et o serontconnus 
en u. 


Sous la forme adoptée pour z, il est clair que les diverses valeurs de 


4 
———— alt 
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cette fonction, non uniforme en général par rapport à wet à », s’ob- 
tiennent en ajoutant à l’une d’elles les périodes de l'intégrale définie 


0 K de 
ou les périodes de D(u). Ces dernières sont de simples constantes. 

Il faut que les premières soient également indépendantes de u. 
Comme elles ne dépendent que des a, p, a;, b;, elles seront donc des 
intégrales, indépendantes de la variable u, de l'équation 


OS Ee. 


Mais l'intégrale définie envisagée est une intégrale de fraction ration- 
nelle en¢ : supposons, pour fixer les idées, A et px positifs; ses périodes 
seront les produits par 277 des divers résidus de Cauchy correspondant 
aux racines du dénominateur, c’est-à-dire ici : Di es 

En observant que l’on a, au voisinage de v = 6,, 


(7 — b:) 


À | ib" b; (es bP (B;—1) f 
tes dv) > AUS : (67) [AN d BE 
no (9 —b;)Bi pe (» — b;)B: ; 


on voit que le résidu R(b;) relatif au pôle » = b; sera donné par 


| a8) K (0 — b;) 8 
a (RCD | 


On aura donc ainsi, pour chaque pôle de K, une intégrale de l’équa- 
tion v(/) = 9, sous la forme 
x R(bi)= Fi i Pee Fan) à 

Remarquons maintenant que, d’après la défiuition de s, cette fonction 


de u et dey doit se réduire à une constante toutes les fois qu'on y rem- 
place v par une solution particulière de l'équation différentielle 


dir =) 
du CET 


Dans l'hypothèse, A et positifs, où nous nous trouvons, On aura 
DR 
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donc, puisque +1 et — 1 sont des solutions particulières, 
1 —1 
c= K de + Du), sn =f K de + Du)» 
aa =f K dy + @(u) (Fa: 


où les premiers membres sont des constantes absolues. On en déduit 
‘immédiatement les expressions suivantes, indépendantes de ®(u), 
c’est-à-dire ne renfermant que a;, b;, 5, 9. 


+1 CA ’ 
f K dy = 3(1) — 3(—1), k K dv = sai) — 3(—1) (41,552, 08) 
vt : v1 


et qui sont manifestement des intégrales devu(f)=0. _ , 

Elles sont en nombre (m+ 1) et fonctionnellement distinctes : 
l’examen d’un cas particulier simple le prouverait aisément. 

On connait donc (m+n+1) intégrales de l’équation v( f/f) = 0, 
à (m+ n +3) variables u, 0, a;, b;; ce sont toutes les intégrales indé- 
pendantes de uw. La forme de l’équation elle-même prouve que la 
dernière intégrale donnera wu par une quadrature. 

Si l’on se reporte aux équations différentielles, ou à l’équation 
0(f) = 0 elle-même, on voit que cette dernière intégrale est 

C= u — a 
s 

ou encore os = e“-©, lorsque s £0. 


Lorsque s est nul, o est nécessairement constant et la dernière inté- 
grale doit renfermer avec wu un autre élément. 


I : + “4 
On peut remarquer que » = + ou 7 = 0 est une solution particuliére 


de l'équation (1); ce point est un pôle d'ordre (1 — s) de la fonction K 
qui figure sous le signe d'intégration partielle. Pour s = 0, c'est done 
un pôle simple et le résidu correspondant est c. 

Les (m +n + 1) intégrales obtenues qui dépendent des a;, b; et de p 
ne sont plus ici fonctionnellement distinctes : en effet, la somme des 
résidus relatifs aux séros du dénominateur de K est alors égale à c. 
Lorsque 6 est constant, auquel cas on peut le prendre égal à 1, on a 
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donc une relation linéaire à coeffic cients constants entre les n intégrales 
qui cor.‘espoñndent à ces résidus. 

Ainsi les (m + n) intégrales distinctes définissent les a; et les b; 
au moyen de p, et si l’on porte ces expressions dans l’équation 


p+ p(h+ e+ 9) + u— A= (ip Fe at ia ): 


on voit que son intégrale s’obtiendra par une quadrature, la constante 
s’ajoutant à wv. Il ne semble pas qu’on puisse l’expliciter dans le cas 
général. Le cas s = 1 est aussi à signaler. 


Remarque I. — Les deux classes d’intégrales de l’équation w( f) = o 
indiquées plus haut : périodes de fKar différence des valeurs de = 


dv 1— 9? 
pour deux solutions particulières de l'équation — — ——, semblent 
du F0 
avoir une origine différente. Il est facile de les obtenir à l’aide d’une 
seule expression. 


Considérons l'intégrale définie 
8 


(A) =f K dy, 


ou #, et », sont indépendants de v; c’est une fonction des seuls 
éléments 5, a;, b;, p. 
On a évidemment 
v(o)— | w(K) dv, 
+ 


1 ’ dK . 
et si l’on observe que ©(K) n'est pas autre chose que = puisque u 


ne figure pas explicitement dans K, on parte écrire, en vertu de 


Ÿ identité 
OK OK OA : a0 
ries oe en au Me Gack ay 


U(w)= wig dAK=[AK 


On peut conclure de là que west une solution de l'équation v( f) = 0, 
St Vo = Ÿ, C'est-à-dire pour © = f K dv, T étant un contour fermé quel- 
, le 
Ann. Ee. Norm, (3), XXXVI. — JANVIER 1920. 3 
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conque ou bien lorsque AK prend la même valeur pour ¢ = % ete —#,, 
ce qui arrive, en particulier, quand on prend ¢, et 9, parmi les zéros 
de AK. Comme a, a;, b;, p sont des paramètres, c’est même ici le seul 
choix possible pour », et ¢,, 

Nous retrouvons ainsi, avec une méme origine, les deux espéces 
d’intégrales : périodes de /K dy, différences des valeurs de = pour deux 


solutions particulières de l’équation différentielle. 


Remarque II. — Nous avons supposé À et uv. positifs, les valeurs + 1 
et — 1 sont alors des zéros de K ; dans l’hypothèse où ces valeurs sont 
des pôles de K, les résidus correspondant à ces pôles sont des inté- 
grales de U( f) = o. a 


Autre méthode. — La théorie précédente peut étre présentée en 
partant de la décomposition de la fraction rationnelle, K, en fractions 
simples; on retrouve aisément les résultats précédents sous une 
forme équivalente. Il y a cependant intérêt à la développer parce que 
le choix d’une forme générale différente pour K conduit à d’autres vues 
sur le mécanisme de la formation de l'équation différentielle que l’on 
veut intégrer. 

Examinons, par exemple, le cas où K ne possède que des pôles 
simples, parmi lesquels figurent + 1 et —r1, et soit | 


En écrivant que K satisfait à la condition 
OK |, fi—6\ OK  f (1—p?) ke. 
aa + (er) let |= 8 


qui s écrit, après multiplication par (¢ + eo); 


’ 21 - Pp’ Q’ A’ aA | ! 
(“+ 9) | Éd ut | 
=— ame tx , P {) A 
(1— 9?) (5 +e[ = is = seg =} face +t) 


5 : 
inal + a os , i 1 a 
(t+ 24 20p) | AE ANR SRE L|=o, 


-: We oy « . £ 
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on trouve pour déterminer les coefficients P, Q, À, ...,L et les élé- 
ments a, ... et p les conditions suivantes : . 

are) (espe Le 
(a+p)a’=1—a’,... P(i— ib Q(t+p)+p?1’—L+(1—p? Ae 


= 0. 
a+p 


Il suffit, comme on l’a fait plus haut, diéouure que le premier membre 


est dépourvu de termes en 


I 1 1 
a CU — 
(e— a)?’ oe te = a). A sa p — 


que la partie entière env est identiquement nulle. 
La dernière condition où l'on fait L’=L devient, après division 


par (1 — p°), 


et enfin 


P A : 
Q Sr +...—L=o. 
pI p—I Di 
Elle montre que » = — p est un zéro du muluiplicateur K. 
Les intégrales 
, P = const., Q = const., À = const.” 


sont celles qui expriment que les résidus des pôles simples de K (c’est- 
à-dire les périodes relatives à ces pgies) sont indépendants de la 
variable u. 

Il reste à trouver les intégrales de l’équation 


ays of 1 — a? EL 
Bis du pene rad: 


où p est De par K(— 9.) =o. 
‘Nous pouvons, par exemple, écrire, en mettant en évidence une 


forme particulière de [K dy (qu’on peut ici expliciter) : : 
5 = Plog(v —1) + Q log(v +1) +A log(v—a) +... + Le + ®(u), 


où ®(u) sera donné par l’équation 


| Aa! LE se P Q A 
SAVE Spa eee TE qe pres =? Ee eae agate wrt ll: 


qui se réduit aisément a 


o'(u) + ol =P +O+ SA. 
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ipli K x Ne SE A AT SUN | 
: Le multiplicateur K = —— He etes 


lera (Lo) pour (m + 2) valeurs de », donc (m + 1) valeurs autres 

_ que( — g), si l’on suppose que les pôles simples de K sont en nombre m. 

Supposons d’abord ces valeurs c,,,.. me distinctes — ce qui est 

le cas général où les P, Q, A, ... sont des constantes quelconques. — 

Euler a montré que ces séros de K sont des solutions particulières de 
l'équation (1) 

; Ag "fa 

(1) dn \e+o/]! 


on en conclut done que les Z;= 3(¢;) : 


Z;= P log (ce; —1) + Q log(e;+1) + Alog(c;—a)+...+ Le;+ O(u) 
CEE PRES LEUR 03 


où les a et L sont des fonctions de «convenables, sont des constantes. 
Les différences Z, —Z,,2,—2Z,,...,2,,, —Z, sont alors des intégrales, 
indépendantes de wu, de l'équation 


V(/)=0! 


Quand on établit entre les éléments a,..., A,..., P, Q, L certaines 
relations algébriques entières, il peut arriver que plusieurs des zéros 
Cyyeeey Cue, COincident; mais ces relations diminuent d’autant le 
nombre des éléments inconnus parmi les a. 

Par exemple, si le zéro c, est double, on a la relation nou- 
velle ; 

K'(c,) = 0, 


qui lie les @ aux coefficients A,..., P, Q, L et ne renferme pas de 
constante arbitraire etla relation qui exprime la constante de 3 (c,) — s(c,) 
(en supposant que c, est un zéro autre que c,) | 


3(¢.) —3(¢,) =h— hy, 


qui renferme la constante arbitraire Z, — Z,. 

D'une manière générale, si les zéros de K(v) se partagent, suivant 
leur degré de multiplicité, en divers groupes, les conditions algébriques 
qui expriment ce partage et qu'on peut écrire sous forme entière à 
‘ai s Alp 3 i 
l’aide des éléments P,Q, A,..., L, a,... donnent autant de relations 
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distinctes entre les a,... sans constante arbitraire, qui remplacent un 
même nombre d’intégrales de 9 (f) = 0. Sk ex 

On peut aisément montrer que ces relations constituent un système 
d'équations invariant par l'opération 9 (f) — en d’autres termes que 
la multiplicité algébrique qu’elles définissent dans le domaine desa,... 
est invariante par l'opération © (f). Nous mettrons ainsi en évidence 
la constitution de ces multiplicités singulières qui conduisent à des 
équations différentielles possédant un multiplicateur K dont les zéros 
ne sont pas des zéros simples. Ce que nous dirons s’applique d’ailleurs 
à une équation quelconque du premier ordre 


de 
—=A(u,¢ 
du AH Ris 
et en particulier, pour fixer les idées et nous borner à une classe précise, 


aux équations où A est rationnel en #, quelconque en u. 


La résolvante dont dépend K (dans notre hypothèse, A se réduit 


NL UE 


és oO 
du sk de Ov 


devient une identité enw, ¢ quand on y remplace K par son expression. 
Si nous l’écrivons, en posant 


pelt of 
U()= a +AS 
sous la forme 
: | - OA 
(fi) | £ U(K) + K-09, 


cette identité donnera, en la dérivant par rapport à ¢, la suite d'identités 


ok OR AE SANT 

(4) OF) toe Pg rte où 
ti: . (02K OK ON OK A PA 
(4) eo aa onde oe 


ais) ow ee ona D 81e 6 à.» ee 


dont la loi de formation est évidente. 
Considérons d'abord l'identité (4, ); elle exprime que la relation K = 0 
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est invariante par l’opération U(/). Soiteun zéro de K (¢), cette même 
identité où nous faisons » =c | 


2 K(c)+ A(u, eZ K(e)=—K(e Rete 


montre que l’on a 
dc 


du 


== ae é)3 


elle donne donc le théorème d'Euler, d'après lequel les séros du multi- 
plicateur sont des solutions particulières de l'équation différentielle. 

K(c) 
Ju 

_ tous les éléments variables saufe; c’est par suite dans le cas particulier 
qui nous occupe 


d ar OC a 
On observe en outre que est la dérivée de K (c), en y supposant 


à OK 1 — a? OK 
al, UE ; es 
1: a ET: ete ne 


Considérons maintenant les identités (z,) et (¢,); elles expriment 
que le système d'équations 


est invariant par l'opération U(f). Les équations K =o, as 0, 


PK A ‘ 3 : + Vols : 
ae =o forment de même, en raison des identités (¢,), (72), (ë,), un 


système invariant par cette opération, etc. 
Il est clair que U(K), lorsqu'on y remplace ¢ par un zéro c de K(¢), 
c’est-à-dire par une fonction de w déterminée, n’est pas autre chose 
aK 
que da dérivée totale = ou encore w(K); on voit done que l’on peut 


écrire, en regardant c comme défini par 


er PL het Ta 
7 7 PER ge ets: + see, 


au moyen des 2 Pesan et ae 


Of) ss SS)ee 5h 


FN De a+o 


ma men ig ew 


me ah mmc 


a i 
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les identités en « : 


Go). OTK] = [EE +ilre 
Go. of SR) = af Bae), MR PO K (0), 
woof 82) -oft2e «ee 

oe cee) ate) Re KC) 


CC 


Ces identités mettent en évidence le mécanisme du remplacement 
des intégrales de vw (f/f) = o par des systèmes d'équations invariantes 


0 tr. me 
a Big) = Pt Obese Ja Ble) = 0, ee 


pour /es équations différentielles singulières 


dv Lis 

du ae =) 4 
où est choisi de telle sorte que le multiplicateur K possède en cun zéro 
double, un zéro triple, etc. 

On peut écrire des identités analogues pour tous les zéros de K (¢) 
que l’on veut multiples. 

Il en résulte manifestement pour chaque zéro d'ordre de multipli- 
cité «, (2a!) conditions formant un système invariant vis-a-vis 
dew (/) — c’est à dire un système qui ne donne, par dérivation en u, © 
pas de nouvelle condition — auxquelles on peut ajouter une intégrale 
de la forme adoptée dans le cas des zéros simples. 

Le nombre total des relations ainsi obtenues est dans ious les cas 
(m—1), avec seulement autant de constantes arbitraires qu'il y a de 
séros distincts et différents de (— 9) pour K (v). 

Il ne reste donc à trouver dans tous les cas qu’une intégrale 
de © (f) =o renfermant u explicitement. C'est évidemment l'inté- 
grale de l'équation L'=— L, que nous écrirons 


brest à tt 


où C désigne la constante arbitraire. 
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Dans le cas exceptionnel, correspondant à celui qui a été signalé plus 
haut, où Lest nul, les zéros de K(e) sont en nombre (7m + 1) seulement (') 
y compris (—p); les (m—r) intégrales qui résultent de leur considé- 
ration définissent, avec la relation K(—p) = 0, les éléments analogues 
à a et p au moyen de a. Il reste à intégrer par une quadrature 


l'équation 
da — £ — à 
du \a+p ) 


\ 


Remarque. — Pour traiter tous les cas possibles, en partant de la 
décomposition de K en fractions simples, il faudrait étudier, avec ceux 
où quelques-uns des pôles a sont multiples, ceux où les solutions 
-particulières + 1 et — 1 de l'équation différentielle 


sont toutes deux des zéros ou des pôles multiples de K(¢) et aussi 
ceux où l’une d’elles est un pôle et l’autre un zéro. La forme analytique 
des résultats varie suivant les cas, mais la méthode est générale, car les 
solutions particulières + 1 et — 1 ne jouent pas un role essentielle- 
ment différent des autres. 


Supposons, pour fixer les idées, que K possède au point 6 =a un 
pôle d’ordre «: 


y A : 
eee Reg a se ce ee ee eee 


°—TI v+i ral (pay (ve —a)® 6 — b 
le nombre des éléments a, b,... étant toujours m. Les coefficients P, 
Q, A, B, ... sont évidemment encore des constantes, pwisque ce sont 
des résidus de Cauchy. On observera que le nombre des zéros c; de K 
est maintenant (m+1+4); il y en aura (m+ a) autres que (— 9) 
* qui donneront des intégrales de la nouvelle équation © (f) = o, de la 


(1) Le nombre des zéros de K(¢) à distance finie peut encore diminuer quand le point 
» = + est un zéro multiple de K (+). Il s'introduit alors, comme pour les zéros multiples 
à distance finie, des relations particulières entre les éléments P, Q, A, ..., a, ... qui 
remplacent autant d’intégrales. 


ing serrer 


gs ‘ 
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forme 


Z:= P log(e;—1) + Q log(c;+1) + Alog(e;— a) +...+ Le; 
A, A; Aw 


(c; — à) 2(c;— a) ein TT ne enr A 


CSP SE ©), 


d’où l’on déduira, par différence, les intégrales Z;—Z, indépendantes 
de D(u). 

il n’y a done aucune difficulté à traiter le cas des pôles multiples 
de K, de cette manière. 
. Une observation est à faire, dans l'hypothèse où le point à l'infini 
du plan + est un pôle multiple de K. 

Supposons, pour fixer les idées, 


P Q A 
k= —— = eee À is pe 4 yn 
ne LE "LT ET" +L+Le+...+L,v?, 


et reportons-nous à la résolvante en K, identique, 


à 2 P' ! 
(e+e) | + —— +...+L'+ Lieto. + yen | 
Pint +1! 


rrbiss) ("+ p) lL +...—L,;—2L,r—.. nl | 


— (1+ 97+ 299) |= +...¢L4+h,¢+.. + Le] — 0: 
On en déduira aisément, en supprimant les termes fractionnaires, 
qui disparaissent en vertu des équations déjà obtenues, une identité 
entière en v, qui donnerait ici les conditions que doivent remplir les 
éléments p, L, L,, ..., L,. 
Nous nous bornerons à signaler ce que donne l’annulation du 


coefficient de ¢”** : 

Li —(n+1)L,=0, 
d’où l’on conclut 
logL, 


eal ME UT) 


Cette équation définit L, au moyen de u, toutes les autres intégrales 
de © (f) = 0 devant être regardées comme définissant a, b,...,L,..., 
L,_, au moyen de L,; la fonction 9 est donnée par K (—p) = oet peut 
s'exprimer explicitement avec les c;. 
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Il. La puissance p d’un multiplicateur est rationnelle. 


F Lara 
Supposons maintenant que la différentielle [a= (55) a] 


possède un multiplicateur dont la puissance entière, p, soit une 
fonction rationnelle de 9; il n’existe done pas ici de multiplicateur 
rationnel en ¢ et le HU. p est choisi le plus petit possible. 


En désignant par K? ce multiplicateur 


ona 


dz r—o\ds _ | 
na (SE) te 


la résalvante dont dépend K, 


e+()5- (ETES + ]=0 
du 9 + p PR (p+)? oa 
qui n’est d’ailleurs que la condition d'intégrabilité exacte de dz. 


Cette résolvante admet, dans le cas actuel, une solution K rationnelle 
en v et une seule. 


Les résultats obtenus dans l'étude du cas précédent nous permettent 


d'écrire immédiatement 


K =o(v +p}r o— 1) (9 Fie = ai)... Cam 


(¢ — by )P... (0 — by) Bn 


où Aetu sont des entiers de signe quelconque, les «; et les 6; des 
entiers positifs; ils nous donnent aussi le système des équations 
différentielles que doivent vérifier les éléments a;, b;, o, ». 

Ce système s'obtient en remplaçant sete les équations piel: plus 


haut, respectivement A, u, «,, B; par }~ sth Bl etc par oP. 


, ere : E 
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Il s'écrit donc, en posant 


2a;—.2Bj;+A+pt+2p—s, 


a! 
>=5, pe e+ e+ app +e — r= (1p) (YA ye ) 


gota} 1— b} 


— LA 


a+p ag OF Di 


Choa, sos Ds Je hy on re), 


et l’équation linéaire aux dérivées partielles correspondante est © 


Of 1—ai Of 1—b} 
go 7 a,+p db, +p 


+3 €fo—m(Sek-Sas) 
of 


(+p +ap)p+i—p| M do 


on=t+ 


Pour intégrer cette équation, nous observerons encore que l'on a 
i). VK dv + ®(u), 
Vo 


y, désignant une constante indépendante de wet de », à condition de 
choisir ® (u) de manière à vérifier 


®(u)+[AVK],—,=0, où A= (= =). 


v+p 


i 


Les diverses déterminations de = sont de la forme ez + P, où e?=1; 
il faut donc que les périodes P de l'intégrale | VK ds, qui est une inté- 
_ grale de différentielle algébrique, soient des intégrales de U(f) = 0, 
et par suite des intégrales de U(f) =o. 

Les diverses déterminations de l'intégrale J VK de s’obtiennent, 
pour chaque €, en faisant précéder le chemin déterminé qui va de v,a¢ 
d’un chemin fermé quelconque partant de v, avec une certaine détermi- 
nation de YK et y revenant avec la même détermination; les périodes 
sont donc données par 

a= f VKar, 
| 
où I est un tel chemin. | 
Dans le cas général, où l’on suppose qu'aucun des entiers i, p, 
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a;, B;, .… n'est multiple de p, on pourra ramener I’ à une succession de 
chemins élémentaires qu'on peut définir de la manière suivante : 
Soient a et b deux des valeurs critiques 1, — 1, @;, b;, .…, et À un 
chemin partant de +, et y revenant après avoir tourné une fois autour 
du seul point a dans te sens direct; soit B un.chemin analogue relatif 


= hh 
au point 6; nous désignerons par F,, le contour ABA B obtenu en 
décrivant les contours A et B dans le sens direct puis en sens inverse. 
L'intégrale 


5 i VK-de 
Le L 

ne dépend pas, évidemment, de la position de v, et peut se remplacer 
par toute autre intégrale prise le long d’un double contour analogue, 
tel qu’en le décrivant on tourne successivement autour des points a 


CD 


et 6 une fois dans le sens direct et une fois en sens inverse. Un tel 
double contour C,; ne se ramène pas à zéro par déformation continue 
et l'intégrale correspondante n’est pas nulle en général. 


Si l’on désigne par «, la valeur de l'intégrale prise en partant de ¢, 
et y revenant après avoir décrit le contour A, pour une détermination 


initiale choisie une fois pour toutes de VK, on trouve aisément 


sf: VK dv = 8 — on ne) th 
Vay 


Comment peut-on obtenir w, ? 
Dans le voisinage du point a, on peut écrire 


VK =F(v) (0 —a)?, 


où F(v) est uniforme en +», et nous pouvons toujours prendre, pour 


GE et D le 


2 
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contour A, un /acet formé de deux chemins rectilignes joignant 9, 
à deux points infiniment voisins situés sur le cercle de rayon r et de 
centre a et de la partie finie de ce cercle qui réunit ces deux points, 
lorsque r est suffisamment petit. 

Il est aisé de voir que si = +1> 0 (ce qui a lieu en particulier 
pour « positif), l'intégrale prise le long du petit cercle tend vers zéro 
avec r; les deux intégrales rectilignes tendent vers des limites finies 
quand r tend vers zéro et l’on a, en définitive, 


a & # 
21k — —— 
Mi of Oe 5) | WKae, 
CA 


l'intégrale du second membre étant prise suivant la droite qui joint #, 
au point a. 
Comme on a de méme 


p= (; es >) [as 


il en résulte simplement 


£ VK dv — ( ai he e) (, — ne) Be VK de, 
To ; 6 a 


puisque 


[ W&ae+ f YK de = f Kae. 


On peut donc substituer aux intégrales Q relatives a des contours F,, 


B 


a its ee 
ur lesquels les exposants —-; — satisfont aux conditions 
pour lesque P pb palatal 


Sigs, Bia Pal o! 
1 a P 
les expressions 
à ‘ ET b É. 
Pas | VK dv. 
<a 
- Ilest à remarquer que ces intégrales. gardent leur sens, alors même 
que 2 ot À sont des entiers positifs, tandis que l'intégrale 
pp 50) 


f MK do 
à 


a,b 
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s’annule identiquement lorsqu’une de ces quantités a É est un entier — 


- positif. On a en effet, si . est un entier positif, 
tin = 


e P=y et fide == 0: 


a . a . gx 6 x 
Dans le cas où l’une des quantités ae est inférieure à (— 1), on ne 


peut plus négliger l'intégrale prise le long du petit cercle qui entoure. 


le point correspondant a ou b, car elle ne tend plus vers zéro avec le 
rayon de ce cercle. Cependant l'intégrale w,, prise le long du lacet élé- 
mentaire où de tout chemin équivalent, garde toujours un sens précis 
et il en est de même de 


f VK dv = a = of) il: — en 5) Wy. 
ry a 


Il y a cependant à signaler le cas où l’une des quantités © Ê serait 
un entier négatif. 
Dans le cas où - est entier négatif, on peut choisir un contour qui 


entoure une seule fois u dans le sens direct en partant de ¢, et y reve- 
‘ Pr a A " x UT 
nant, puisque VK reprend sa valeur initiale après avoir décrit un tel 


contour. En ramenant ce contour à un lacet élémentaire, à l’intérieur. 


duquel VK est uniforme, on voit que l'intégrale correspondante se 
réduira au produit de 2¢x par un résidu de Vs celui de VK 


pour v =a, c’est-à-dire ici le coefficient de ———- ery, dans le développe- 


ment de VK, suivant les puissances croissantes et décroissantes 
de (» — a). 


Il est possible, dans le cas général ot nee : est négatif et 
inférieur à (— 1), sans être entier, de définir aussi un contour pæti- 
culier qui nous donnera une intégrale nouvelle. 

Il suffit d'observer que, si l’on part de % pour y revenir après avoir 


tourné p fois dans le sens direct autour du point a,.VK reprend sa 
valeur initiale quand on arrive en »,. 


Un tel contour peut se ramener à un cercle de rayon très petit décrit 


mate 
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-p fois et à deux intégrales rectilignes allant de 9, à un point voisin 
de a, dont les éléments se détruisent deux à deux; on a donc simple- 
ment ainsi l’intégrale 


E,= | ‘Kae, 
Ca 


où C, représente un cercle de rayon très petit parcouru p fois de suite 
dans le sens direct. (On suppose ici irréductible ; si a et p admet- 
taient pour plus grand-commun diviseur d, il suffirait de parcourir ce 
cercle £ fois. | : 

Mais, d'autre part, si l’on développe VK au voisinage de » =a sui- 
vant les puissances de (¢ — ay, on obtient un développement conver- 


gent qui commence à la puissance négative « : 


TARA LATE ed 


et l’on a manifestement 


f VK dvy=2irRag, 

Ce 

R, désignant le résidu de la fonction VK ap valeurs, au point (#— a). 
En résumé, on obtient ainsi, pour les points critiques de VK en 

nombre L, dont les exposants sont supérieurs à (— 1), ({— 1) intégrales 


de la forme 
= b 
EP f UK de, 


et pour les autres qui sont en nombre (m+n+ 2 — 1) autant d'inté- 
grales distinctes que de poinis critiques, représentées par des RÉSIDUS, 
donc en tout (m+n-+1) intégrales de l'équation aux (m+n- 3) 
variables u, 6, p, ai, b;, .... | 

Jl reste à obtenir une nouvelle intégrale dépendant de u; elle est 
donnée, lorsque s  o, par l'intégration de — = s, sous la forme 


3% C=u— Logo. 
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Lorsque s = 0, ¢ est constant et /K pour les grandes valeurs de 6” 
est comparable a = Le résidu relatif au point = =o se réduit simple- 
ment à —% et la relation qui exprime que la somme des résidus relati fs 
à tous les pôles de VK, y compris le point à l'infini et de la combinaison 
linéaire des périodes qui correspond au contour limite totale de la sur- 
face de Riemann pour y? = K(¢), est nulle, établit une relation linéaire 
à coefficients constants entre les résidus relatifs aux pôles placés 
à distance finie et les périodes telles que A,,, c'est-à-dire entre 
les (m + n + 2) intégrales correspondantes. Le nombre des intégrales 
distinctes est alors seulement (m + n); elles définissent les a et les b 
au moyen de p et il reste à intégrer par une quadrature l'équation 


pP+Q+B+2p)p+b—AZ(i—pt) (x a - > 5) 


pour obtenir les (m+ A7 +1) intégrales définissant a;, b; et'p au 
moyen de u(‘). | 


IV. La dérivée logarithmique d'un multiplicateur est rationnelle: | 
Soit toujours l'équation ; 


bate ie (TS) =o: 


nous supposons ici qu'il existe pour la réso/vante dont dépend 


* 


0% z 
Oot 
1 = “ds 

“Ov 


une solution rationnelle en ¢. Il n’en peut alors exister qu’une seule, 
sans quoi on retomberait dans le cas précédent. | 


(*) On peut remarquer qu’en général la relation identique obtenue en égalant les deux 


expressions de fVeae, où l'est un contour fermé entourant le- point » = a seul et tel 
à : 


o> . F or A sur 
que VK reprenne, après avoir décrit ce contour, sa valeur initiale, donne l'expression 


d'une certaine combinaison linéaire des périodes par une fonction algébrique (somme 
de résidus). 


>. , 
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Pour une équation 
Laat 
du dv 


= 0, 


où A dépend de wet », la résolvante en J est simplement . 


O1, OT ÇA , PA 
Ou dv ov de — 


elle sera donc ici 


Os 1—v?\ os, (1 — p?) (ip?) _ 
oat (Sas) Se eer le er 


*_ D’après l’étude antérieure des formes possibles de K, nous s pouvons 
tout de suite poser | 
; J = : + Js,: ; 
: 0 + p 2 


ou J, ne devient plus infini. pour y= — Pr la nouvelle: fonction 4, 
devant satisfaire : à Li 


a + pl ved HER Get) (op) 2 = HG+ + 299) pee 


Examinons d’abord le cas, où tous les pôles de J, sont simples. Nous 
savons que parmi ces pôles figurent +1 et —1 qui correspondent 
à des geluiions particuliéres algebriques et nous écrirons 

A 
tree be 


— + — + J, 
P —} p +1 


ce qui donnera 


À! pe OJ, 
» 2 —— — 
Grp) EE Foi + | 
pr + | 


| os 
OO een ere as 


al : + +) tar) ap +P 


doit disparaitre du premier membre. On obser— 


CIS 


vera tout de suite que le coefficient de wat est : 


(e+p)(e+1)—(0 D pie 2vp) 
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. I 1: 
et se réduit à (1 — p)(v — 1); le seul terme en Ces est donc 


(e+ p} À 
te 


et \ est nécessairement nul. De mème le coefficient de w est —(1+p) 
et u! est également nul. 
sur À el sont des rai et J, doit satisfaire à l’équation 


(0-+p) 2 + (1— 9?) Rene a (1+¢97?+ 209)I,= (A+p+2)p+ p +p—h. 


Soit maintenant 


a B 
= oe tL 
I Va pe 
où a, B,...,a, b, ..., L sont des fonctions de w a déterminer; ona 
pour cela l’identité en ¢: 


! a ! 


(+ py [+ Ae | +Unaile+e)| prod 
+ ++] 


a 
— 2 
(+ +avp) | pr: 


D ne VEN in 


Pour que le terme en ———, disparaisse, il faut et il.suffit que a 


(v—a} 
soit une solution HT de (1) : 
PE | 


TS 


Le quotient de 


| ale + p)a’—(1—*)](v +p) | 
par (v— a) est | | 
a(e+p)(v+a+a).. | 


Pour que le terme en 


a re disparaisse, il faudra que 

(+ p)ta’+a(v+p)(e+ata’')—alt+ e+ 2vp) 
soit divisible par (v — a). Considérons le. coefficient de «, en tenant 
compte de l’expression de a’, 


t—a* 
a+p’ 


— 


PI et md 


‘ ,, 7 2 j © 
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il s'écrit aisément 


PS Cu 
Fe Mae) 


c’est-à-dire qu'il est divisible par (v — a). 

Il faut donc, puisque (a + 9) £0, que l’on ait a =o, c’est-à-dire | 
que « soit une constante. 

Il restera une identité entière en ¢: 


27! =" es 2 , 
(¢ + p)*Li+ (1 (po +...) At dat + 26p)L 
=(h+p+2)p-bp! +p—A, 
qui donne immédiatement les conditions L’— L—o (obtenue deux 


fois) : 


Le système des équations différentielles auxquelles doivent satis- 
faire les fonctions a, b,..., Let p est donc 
ee ae de L'=L, 
a+p 
pe QA+u+2)p+p—A=(p—-1)h(—p) (1); 


nous écrirons, comme plus haut, l'équation linéaire aux dérivées par- 
tielles correspondante : 


Re, , 0 . 
= + Aa LS) ++ LEON Cp) aie 0. 


intégration de 0(f) =0. — Pour intégrer cette équation, nous 
allons chercher à obtenir, au moyen de dhadcateres, l'expression de 3, 
c’est-à-dire de la solution de l'équation 


Oz C(e— oO \ Os 
Si l’on pose 


(1) Cette dernière équation s’écrit plus simplement 


p'+ 29 = (pt D p}. 
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ona 
K.- 
1 OK 1 
K ov 
d’où cece : 


| Du) (w as p) DS ra ial “ 


ce qui pourrait aussi s’écrire, en définissant les rat” ie complexes 
par la formule classique «* = e*"°6?, 


K=@D(u)(v+p)(e—1}(v+r)(e— a)... 
En écrivant que K satisfait à la résolvante 
| ee + (ET — a at +116, 

_K du reed de (p+)? or 


on trouve aisément, pour déterminer ® (u), l'équation 


! 


@ hte +24 2a—pLb 


qui donnera ® par une quadrature, quand p et L seront connus. 


I] convient d'observer, en passant, qu’on aurait pu écrire, plus - 


généralement, 
RARE J dv, 
# étant indépendant de v et de w, et obtenir, en exprimant que K 


satisfait 4 la résolvante correspondante, 


| Ere oe : Lin D 
D [ue]. po A=(— | 


Supposons K = ss connu, on aura = 
partielle 


= par une nouvelle quadrature 


s=f K dv + Yu), 


où la fonction W est définie par W’(u)= —[AK],.,,, ainsi qu'on le | 


voit, en exprimant que =z satisfait à la relation _ + À = =o et 
u ¢ 


Or a TI RD 
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tenant compte de l'identité 


OK .oK LA 
Sa AS th = 0. 


En résumé, l'intégrale z est donnée sous la forme 
= O(u) f (vy + 9)(e—1)4 (9 +1)#(v — a)... el de + Wu), 
> Ao, 


où ® et Y seront obtenues par des quadratures ultérieures. - 

Les diverses déterminations de la fonction s, non uniforme, sont ‘ 
comprises sous la forme Ms +N où M et N sont des constantes 
absolues. | 

Les périodes de Y'(u) sont des constantes; les diverses détermina- 

tions de ®(u) ne différent que par un facteur constant. Les seules 
périodes de z qui ne sont pas, a priori, des constantes sont le produit 
de Du) par les périodes de l’intégrale | 


2=f (7 +p) (9 —1)\ (9 +1) (9 —a)*... eb’ dy; 


si nous désignons par P l’une de ces périodes, on aura donc 


®(u)P=C, 


C désignant une constante. Il en résulte que la connaissance de deux 
périodes distinctes de l'intégrale Q,:P, et P,, nous donnera 


c'est-à-dire une intégrale 5! de l'équation o(/), indépendante de la 
0 


variable u. 
Combien obtiendra-t-on d’intégrales distinctes de cette manière ? 
Placons-nous d’abord dans le cas le plus général où les exposants X, 
u, «, .… sont des quantités complexes quelconques; il est clair que 
toute période de Q s'obtiendra en formant l'intégrale 


fet ere (+ nhapadter el‘ de, 
/T 
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prise de ¢, à ¢,, c’est-à-dire le long d'un contour fermé T, pourvu que 
la fonction à intégrer reprenne en revenant au point Ÿ, sa valeur initiale. 
Les plus simples de ces contours sont, comme plus haut, les con- 
tours doubles d'Hermite et de M. Jordan, qu'on peut définir de la 
manière suivante : 
Soient a et b deux points de ramification, ou points critiques, de la 
fonction à intégrer; désignons par A un lacet élémentaire formé d’une 


boucle partant de », et y revenant après avoir tourné une fois dans le 


sens direct autour du point a (lacet qu’on peut remplacer par deux 
chemins rectilignes allant de #, à un point voisin de a et un petit 


. ats . at . 
cercle entourant ce dernier point); désignons aussi par A le chemin 
inverse du précédent. Le contour double élémentaire T,, sera la 
, D . ré = 
succession des chemins ABA B. 


Comme après avoir décrit le contour A, la fonction à intégrer est 


multipliée par e*"*, elle reprend manifestement sa valeur quand on 
décrit le contour F,,. 


En observant que + 1 gt — 1 sont des points critiques et posant 
K,=(¢ + p)(e—1)(o +i)(r —a)t... eb, 
on obtiendra donc, si p est le nombre des points critiques a, b, ... et 
si l’on écrit 
Gus = i. K, de, 


x 
A ab 


exactement p intégrales distinctes C,, Cy, ..., sous la forme 


Qi 1 — Qi 


Les variables de v(/) sont a, 6, ..., L, p et wu; il manque donc 


encore deux intégrales. L'une d’elles s’obtient immédiatement, c’est 
je D | 6 
l'intégrale de l'équation L’= L, que nous écrivons 


Cu — logL; 
, . a t . + ¥ 
mais il reste à en trouver une, indépendante de w, qui, jointe aux 
p précédentes, permettra de définir 0, a,b, ... au moyen de L. 
On l’obtiendra en choisissant pour Fun contour fermé qui s'étend de 


: CE * Se 
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manière à passer par le point —® : le plus simple pourra être défini 
par la condition d’entourer le point »=1 seul et de comporter deux 
branches s’éloignant indéfiniment, mais de manière que l'intégrale 


fx dy 
r 


ait un sens précis, ce qui exige que le module de e“ tende vers zéro 
lorsque mode augmente indéfiniment, Cette condition est d’ailleurs 
suffisante; puisque le module de l’élément de l’intégrale tendra alors 
vers zéro plus vite que toute puissance négative de mode. 

‘ Elle donne simplement si L=/(cos@ + ¢sin9),¢=r(cosw+csinw), 
l'inégalité cos(0 + w)< 0, qui doit être satisfaite, pourvu qu’on soit. 
assez loin de l’origine des rayons vecteurs, sur le contour I’. 

L’intégrale, ainsi obtenue, 
Q, 0 =f K, de 
lis ; 


1,0 


n’est pas nulle en général et le quotient = = C., est la dernière 
jes 
intégrale de o( /) = o. 


Remarque. — On a l'exemple le plus-simple d’une intégrale ana- 
logue prise suivant un contour s’étendant ainsi à l'infini, en prenant 
la définition générale de I’Intégrale Eulérienne T(z:) dans le plan 
complexe 3 : 

J. p21 80 dy = (e%™— 1) F(z), 
foi it; 
où ¢ est un chemin partant de l’infini dans la direction des valeurs 
réelles et positives de », tournant une fois autour du point » — o dans 
le sens direct et s’éloignant de nouveau à l'infini vers les ¢ réels et 


positifs (‘). 


-(1) Un autre exemple classique est la définition générale de ¢(s) donnée par Riemann 
dans son Mémoire sur les nombres premiers : 


asinns.T(s).¢(s) =z oer 


où £ est encore le contour indiqué plus haut. 
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Autres formes des intégrales. — La remarque précédente nous amène 
à observer que les périodes de l'intégrale 


2= [w+ pene + D ea)... et de 


peuvent s’obtenir toutes par un procédé uriforme, indiqué par 


M. E. Picard pour une question différente ('). - 


On a vu que = =o est une solution de l’éqüation différentielle 
dv (: -- “) 
du. \e+p 
Si l’on veut que la valeur constante de =, qui correspond à cette 


solution, soit finie, on devra choisir le chemin qui va de v, à x dans 
la formule 


20) = O(u) fe +6) a) (e+ DE (r— a) et de + (a), | 


de manière que l'intégrale demeure finie, ce qui exige simplement 


que pour mody asses grand la partie réelle du produit Le soit négative. 
Soit, par exemple, comme plus haut, 


L — /(cos9 + isin0), v= r(cosw + fsinw), 


il faudra simplement cos(0 + w) <o. ! 

Si nous admettons que, sur le chemin choisi, sinw tend vers séro, la 
partie réelle du produit Ly aura finalement le signe de peux 
lorsque cos® > 0. On pourra donc prendre alors pour chemin de ¢, à 
un chemin rectiligne parallèle à l’axe réel du plan ¢ et s “pes 
indéfiniment du côté des v négatifs. 

Pour obtenir les périodes, on pourra donc faire précéder le chemin 
déterminé qui va de ¢, env, de divers contours fermés qui entourent 
une seule fois, dans le sens direct, un seul des points critiques 1, 

\ 


— 1, 4, ... placés à distance finie ct qui passent par lé point - ETS 


mais de manière que, dans la portion du contour qui est au voisinage de 
ce dernier point, le produit Ly ait sa partie réelle négative. 


pe 


(1) E. Picanv, Traité d'Analyse, t. Il, 1896, p. 375. 


Re mm 


mp A ner PD 
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Par exemple, on pourra constituer l’un de ces: contours fermés 
élémentaires par un petit cercle entourant le point critique et deux 
droites infiniment voisines, parallèles a l’axe réel du plan et s’éloi- 
gnant indéfiniment du côté des ¢ négatifs. 

Désignons par A, un tel contour relatif au point a; les diverses 
expressions . 


2= f (e+ p)(e =o +1 (0 — ay PPS A Pi 
A, 


relatives aux points +1, —1,a,..., donnent (p + 2) périodes, d’où 
lon déduira (p + r) intégrales de l’équation aux dérivées partielles 


O(f) =o. 


On observe que si la partie réelle de l’exposant « est supérieure 

à (—1), l'intégrale prise le long du petit cercle tend vers zéro avec — 

le rayon de ce cercle. Car si l’on pose, sur le cercle, 
p—a=rei, 


ona lhe 
dv =r elt dt, 


et l’élément de l'intégrale, à part un facteur fini et différent de zéro, 
renfermera le produit 


. (8 — a)® de = eltition)tlogr+it) p eit | dé 


dont le module e:*?'"*"—** dt comprend le facteur e\%*"!"” qui tend vers 
zéro avec r, si (a, + 1) est positif. kr 

Dans ce cas, l'intégrale correspondante X, peut se remplacer par 
une intégrale rectiligne, prise de a au point à l’infini du plan ¢ parallè- 
lement à l’axe réel négatif de ce plan. 

Il resterait à établir que es (p + 1) intégrales de o( f) =0, repré- 
sentées par les rapports des quantités Z_,, Z,, Z,, ... à l’une d’entre 
elles, sont bien fonctionnellement distinctes. 

S'il existait, pour l'intégrale précédente 3, une relation entre les 


quotients a =} ... de ses périodes, cette relation subsisterait quel 
1 1- 
que soit le nombre des a, ... et quels que soient les exposants À, 


Py Hy eae 
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Examinons un cas extrémement simple, celui d’un seul point cri- 
tique a, en a eu en outre, tous les exposants À, LL, & égaux 
à (—1). 

Dans ce cas très particulier, les intégrales Z,, 2_,, 2, sont relatives 

à une fonction uniforme, ayant aux points 1, —1, a des pôles simples. 
On pourra supprimer dans les contours correspondants les parties 
rectilignes qui s ’étendent à l'infini, mais il faudra conserver les cercles, 
et les integrates se réduiront à des résidus de Cauchy : 


iy Ute) Jog ook (PUT. yep rR sing 
ast (1-4) ain’ o{i+a) din * heme eae 


a 


: PAS s 
Les quotients x. = sont simplement 


art afa ty pye\rs 3, _(p—i)Gi—a)e tt, 
Site vs (aa Be (RACE RAM 


ce sont bien deux fonctions distinctes des trois variables a, ¢, L, 
puisqu’une combinaison évidente 


(&) Gs a ~4 
2) \ 2 
ne renferme plus la variable L et ne se réduit pas à une constante. 


La proposition vraie dans un cas très particulier subsiste a for- 
‘ tiort dans le cas général. 


Remarque. — Nous avons donné, dans le cas généra!, le moyen de 
former toutes les intégrales de Péquation 
of Of {/1— a? va 
RENE EL+ da (a editiee SLR, ~~ 1)Ji(— ) — 96], 


qui correspond à l'hypothèse 


= 


J 4 | LA 
ne ere" 2(°) avec Ja) pets ef 


à laide d’intégrales prises dans le champ complexe, suivant des con- 
tours fermés convenables, et indiqué quelques-uns des cas où ces inté- 
grales peuvent s'exprimer par des intégrales définies rectilignes. I] est 


bases 


WAN 
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clair que lorsque certains des coefficients À, 4, a, ... sont des entiers 
négatifs, certains des contours précédents peuvent se remplacer par 
des cercles dont le rayon tend vers zéro et donneront des résidus de 
Cauchy, relatifs aux points critiques correspondants. L'examen de ces 
circonstances particulières ne présente pas de difficultés. 

Il convient de signaler le cas où Lest nul: le point — ne joue 
plus alors le rôle exceptionnel qui a permis d’obtenir sous une même 
forme (p +1) intégrales distinctes de ü(f) = 0. Mais les éléments 
a, b,..., en nombre p, sont donnés au moyen de ¢ par les équations 
signalées plus haut (où figurent des intégrales de doubles contours) : 


Q@,._: a Qa = @ ie: 


I ae Cy 
et o est relié à la variable w par l'équation 


a 
a+ p 


p=—{p*—1)J,(—p) — 29 =—(pt—1){ +...) —(h+p+2)p+h—p, 


qui donne wu par une quadrature portant sur une fonction de 9 seul. 


Pôles multiples de J. — Nous avons suppose simples les poles de la 
fraction rationnelle J; il serait nécessaire d’étudier le cas général où J 
a la forme | 


US, 2 2. hs ra bs 
ig ACY Sale Dae Sree eer eh (raat 


+ RAT + TES +...¢L+Li0-+..., 
c'est-à-dire où les divers poles +1, —1, a, ... et ont des ordres de 
multiplicité quelconques. ‘ 

Pour ne pas étendre inutilement ce:travail, nous examinerons 
simplement ce qui se passe quand un pôle a est multiple, ou bien 
quand l'infini est un pôle multiple. La méthode générale en résultera. 

Soit, par exemple, 


I A ea ay T9 Con 
— —_— + 4 ——————— +... + |] 
Ca iat ni ee — «a (v— a)? (v— a)" 


J — eet L, 


on formera aisément le système différentiel que doivent vérifier les 
éléments a, D, ..., &,, Say ..., Sms 2 et L. Mettons en. évidence les 


EE 
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termes de J qui dépendent de a, en posant 


I « I ay Am 
J = —— = — + —— + DE. an 2m 
ppp : P+p (”— a) 


nous aurons à satisfaire à l’identité 


ul 


a’, a,+a'a a,+2a'a, ma! &m x | 
eer, (v és a)? (6: a= a) Cv (o— a)es' | 
Cr 22 MA n | 


(v —ay? ug (v—a)s ace: (e—a)™*i de 


— =e) (+0) | 


= (1+ + 2¢0)/ 5 ma HEEL anes Ses +3, | =ap +e" 


ca (pap (e— ay" 


4 # j 2 I . A x La 
En écrivant que le terme en = ar disparait, c’est-à-dire que le 


facteur qui le multiplie est divisible par (v — a), on trouve d’abord la 
condition 
(a+p)a’=1—a@ 


qui exprime que a est solution particulière de l’équation (1). Les 

termes qui avaient (v»—a)”"*' comme dénominateur se réduisent 

alors à 

= Mam(P +p) (PV +a+a) 
(9 Ss a)" 


Si l’on veut que le facteur qui multiplie eae 


soit divisible par 

(* — a), on trouve une condition pour «,, : 
(a+ p)Pain— (mM +1) em (I+ a+ 2ap)=0, 

I . Fi 7 es 9 

et ces termes en ———; se réduisent, après division par (e — a), à 


des termes en Tarot: 


En continuant le même raisonnement, on obtiendra successivement 


des conditions pour déterminer « 
et des x; d'indice plus grand. 

La partie entière, qui subsistera après la dernière division par 
(#— a), devra être jointe aux parties entières qui proviendront de 


l'examen des pôles simples de J,, et leur somme doit se réduire iden- 
tiquement à 25 + 0’. 


mis %m—oy +++, %, AU Moyen dea, p 


ee ee de 
A 
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Ih n'est pas nécessaire de former explicitement les conditions préce- 
dentes pour montrer comment on y satsfera, en tenant compte des 
résultats obtenus dans le cas des pôles simples. 


; dz sis 
L'expression de K = == aura ici la forme 
K = @(u)(v+0)(» —1) (6 +1)# (9 — a) (e— Bb)... 
fp Ree hernie |: 
xe ten 2o—a ~"" Gn—1)(o—aye~* 


®'(u) 
O(u) 


et l’on trouverait aisément l’équation qui donne 
On aura de même, en posant K = ®(u)K,, 


z—%(u) f K, de + V(x), 


et tout revient à exprimer que les quotients des périodes de l'intégrale 


v 
if K, de par l’une d’elles sont des constantes. Nous avons vu qu'aux 
C7 


x 


périodes relatives à des contours fermés situés à distance finie, il 
fallait ajouter une intégrale prise le long d’un contour fermé partant 
de l'infini et y revenant : cette dernière peut être aussi regardée 
comme difference des valeurs de z relatives à un même zéro du multipli- 
cateur K (le point v—+), valeurs qui sont différentes suivant le 
chemin que l’on suit pour arriver à ce point. 

Dans le cas actuel, en outre du point  — +, qui peut être appelé 
un zéro « essentiel » de K (puisque c’est un point essentiel), nous 
avons un nouveau zéro de K, c’est le point y=a (également point 
essentiel de K). 

Au voisinage de ce point, ’ = a + re, et si l’on pose 

am 


So ee yD 
(m —1) mais 


on peut écrire K sous la forme 
K = K, r%:(cosa,9 + isin 0) er" [cosiea—se—si8}+isintes—(m—1 81) 


ou K, tend, lorsque r tend vers zéro, vers la limite finie : 


®(u)(a-+p)(a—1)*(a +1)#(a—b)®... ch. 
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On conclut de là que K tendra vers zéro ou vers l'infini, suivant que 
la variable » tendra vers a dans un secteur où 


cos[æ—(m—1)0] 


est négatif ou positif. L'équation cos[æ —(m—1)0] = 0 donne pour 9 
un système de 2(m—1) valeurs comprises entre o et 27; le point a 
appartient donc à un système de 2(» — 1) secteurs opposés deux à 
deux et lorsque tend vers a dans un secteur de rang 1, 3, Oy er 
partir de la ligne de séparation 


OT 
pre se 


le multiplicateur K tend vers zéro. 

Soient, par exemple, Y,,5, Yi,» +. Yaam— des contours fermés 
partant de a dans le secteur 1 et y revenant dans les secteurs 3, 5, ..., 
(2m—1), sans avoir entouré aucun point critique de K, les expres- 
sions 


G)1.3 — [ h, dv, ... G)4,2m —1 — K, de 


vv 
4 + 
11,3 e121 


ne sont pas nulles en général et doivent étre regardées comme des 
périodes de V’intégrale de fonction non uniforme { K, de. Elles joue- 


ront done dans la détermination des éléments a, b, .../ «,, ars Ae 
e et L le mème role que les Q,_,, Q,,, .... Comme elles sont en 
nombre (m—r), elles détermineront avec ces dernières, qui sont en 
nombre (P + 2), et avec l'intégrale définie de K,, prise de a à «dans 
une région telle que K, s’annule en ces deux points, tous les élé- 
ments P,4,b,...,a,,...,«, au moyen de L. Ce dernier sera déter- 
miné en w par une quadrature. 

On peut d’ailleurs aussi les obtenir comme différence des valeurs 
constantes de = pour la solution particulière ¢ =a, au voisinage de 
laquelle = est une fonction non uniforme susceptible de m détermi- 
nations suivant l'orientation dernière .des chemins qui aboutissent 
end. 


Ces observations résultent également de la remarque, déja faite, 


camer ccm at Nae ar at 
saan 
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w= f K de = @(u) f K, dv, 


0 0 


SJ 


que si l’on pose 


on aura 
O(0) =f O(K)dv=— f dAK = ®(u)[AK,]" 


d’où l’on conclut 
U(®)—0, 
pourvu que 


DR ee 8g | ge Un — 
Wa CT um — Aj (eu — agent 


“AK = ®(u) (oe —1) (6 Hi) (se —a)%...€ 
reprenne la même valeur aux extrémités + et ¢, du chemin d’inteé- 
gration. ; 

Ceci a lieu, en particulier, aux points a et x où AK s’annule et le 
point a, suivant la direction du chemin qui y aboutit, donne, comme 
on l’a vu, (m—1) intégrales distinctes. 

Des raisonnements entièrement analogues peuvent être faits dans 
l'hypothèse où le point à l'infini du plan v est un pôle multple de J, 
c’est-à-dire un point essentiel de K. 

Si l’on a 

I À L a 
Tp St aoe te Fe 


cnc te Dh C sexs, Lae", 


ce qui donne 


fd vatt 
Lu — +. .+Ln 
A 


K = ®(0) (6 + 9)(¢—1)* (6 +1) (9 — @)%..-€ a wees 


on peut observer, pour 
‘ n— | cy, 
qu’en posant 
¢=r(cos9+ /sin4), 


K tend vers zéro ou vers l'infini lorsque r augmente indéfiniment, 
suivant que cos[(r + 1)9 + 9] est négatif ou positif. 
On obtient ici, autour du point à l'infini du plan +, 2(n+ 1) sec- 


teurs égaux et l'intégrale w = [kK de prise le long d’un chemin fermé 


qui part de l'infini, dans un secteur où K tend vers zéro, pour revenir 
u* 
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à ce point dans un autre secteur où K tend encore vers zéro, n’est pas 
nulle et satisfait à O(w) = 0. 
Le point à l'infini donnera ainsi 7 intégrales, indépendantes de 
. D(u), de cette équation. j 
Il est facile ici d'indiquer les nouvelles conditions auxquelles 
doivent satisfaire L, L,, ..., L,. 


Dans l'identité que doit vérifier J, on a immédiatement la partie 
entière 


(0 +p) (L'+ Lie ++ Lier) + (1 9%) ( +.) 


+ (1—?) (o+p)(L+2le +...+nL,e"-t) 
—(1+ 97+ 299)(L+L,¢+...+ 1,0") 
=(At+p+2)p+p—At+o’, 


qui donne les conditions cherchées 


L,—(n +1)L,= oO, 
n—1— NL,-1+ p[2L,—(n+2)L,]=0, 


CR 


Ce qui nous intéresse ici, c’est la première de ces équations, que 
l'on intègre à vue sous la forme 


CAR (hey ee 


Les intégrales de ü(f)—o, formées précédemment à l’aide de 


quotients des périodes de [LS dv, donnent tous les éléments a, b, ..., 


e, L,..., L,_, au moyen de L, et ce dernier est défini au moyen de u 
par l'équation précédente. 


L'intégration est donc terminée, au point de vue théorique. 


Réduction du groupe de rationalité de l'équation ©(/) =o. 


Groupe derationalité de U(f) = o. — Le problème essentiel que nous 
_ avons résolu dans les pages précédentes consiste en la détermination 


em pierre me 


- a Le 
———xKe= = ana sé 
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des intégrales de certaines équations linéaires aux dérivées partielles 


ITS EE PL AL 


Ou da a+p 


-—- O, 


qui dépendent rationnellement des variables a, ..., p, ... et en outre 
de certaines constantes A, ue, a, ... dont la nature arithmétique peut 
être diverse : entiers positifs ou négatifs, nombres rationnels, cons- 
tantes complexes quelconques. 

Parmi ces intégrales, certaines (exceptionnellement) sont ration- 
nelles ou algébriques; celles qui sont transcendantes sont toutes les 
solutions d’un certain système d’équations rationnelles aux dérivées 
partielles (S) (Znéaire lorsque K est rationnel; projectif, c'est-à-dire 
constituant une généralisation des systèmes de Riccati, lorsque J est 
rationnel) dont la solution générale ne dépend que d’un nombre 
limité de constantes arbitraires. 

Ce système (S), dont la formation n’offre pas de difficultés, géné- 
ralise ceux qui se présentent dans l’étude des fonctions hypergéomé- 
triques d’ordre supérieur; il définit le groupe de rationalite de l’équa- 
tion U(/) = 0, au sens que nous avons adopté ailleurs. 

La considération effective de ce système n’a pas été nécessaire 
jusqu'ici; elle peut être commode lorsqu'il s’agit d'indiquer à l'avance 
pour quelles relations particulières entre les constantes h, 2, a, ... ul se 
présentera une réduction nouvelle dans le problème de l'intégration 
de ©( f) = 0, c’est-à-dire une réduction du groupe de rationalité. 

On peut aussi regarder cette recherche comme un premier pas dans 
l'étude des Dale de w(f)=o0 envisagées comme fonction des 
paramètres À, 4, a, .... 

En observant que les intégrales dont il s’agit sont des transcendantes 
(ou des quotients de transcendantes) attachées à un groupe linéaire, 
c’est-à-dire que la solution générale de S renferme linéairement les 
constantes d’intégration, on peut étudier la réduction de S : 1° en 
considérant le groupe de monodromie de M. Jordan, qui peut étre 
. formé en partant des intégrales elles-mêmes; 2° en appliquant la 
théorie de la réduction du groupe de rationalité de M. Picard pour les 
équations différentielles linéaires et les systèmes analogues à plusieurs 
variables, ce qui entraîne la considération des divers types de groupes 


er 
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linéaires [compris dans le groupe général (T') qui correspond à (S)] 
et la recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour que 
les invariants différentiels caractéristiques de chacun de ces types 
s'expriment rationnellement avec les variables @, 6, pire 


Exemples de formation effective de S. — Examinons dans quelques 
cas simples la formation effective du système (S). 


Si "exemple, que le multi licateur uk 
a. Si nous supposons, par exemple, q p ur =, ; 
nt oran D pd be 
de l'équation + = rar possède l'expression simple 
» 
K De dy die: x +...+ L, 
= CE ae | NV 4 


on a vu que les intégrales transcendantes de l’équation w(/) = o sont 


Z;—= P log(e;— 1) + Q log(c;+1) + A log(e;— a) +...+ Le;+ d(u) 
TESTS (ae 1]; : 


où les c; sont les racines, autres que (— 9), de l’équation K(v) =o. 
Si l’on différentie totalement Z;, en observant que c; satisfait à la 

condition K(c;) =0, on trouve simplement 

Ada 


(G—a) 


aL; = — ...—¢,adL+ dd, 


car le coefficient de de; s’annule et l’on peut conclure de là le sys- | 
ième (S) : s 


(S) di ts)=| ~— +...—db|(¢— 21) 


(ci— @) (C1 — @) 
LT 0, 4: (AR IL 


qui montre que les différentielles des diverses intégrales de w(/) = 0, 
indépendantes de wu, s'expriment rationnellement, si l’on adjoint les 
racines de K(v) = 0. | 

b. Supposons que l'on ait- 


(3) = K = oP(0 + p)P(e—1)M(6 +i)(e—a)t(e — b)8..., 


Lge À i ‘ 
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A, pe, %, B, ... étant des entiers positifs ou négatifs, ce qui donne 


=o. 


=o 


ste f' VK do + ®(u) avec d'(u)+[AYK |. 


On a vu que, dans ce cas, les intégrales de 0 (f) = 0, indépendantes 
de u, sont les périodes de l'intégrale de différentielle algébrique 


hs VK dv, 


0 


c’est-à-dire des intégrales [ Kae où F est un contour fermé tel 
r 


P= Kai De : 
que \K reprenne sa valeur initiale quand ¢ l’a parcouru. Or si l’on 


pose é' 
P = [Var (4, et a B s+); 
r AS cere As x od 
on aura, quel que soit le contour fermé I, 


Lae SF REP D à +); 


a ia an) 


da PORE POPP 
Plesshrfé ame Le +); 
db P \P PPP 


d'où l’on conclut, en observant que b— a — 6 — a —(¢ — b), 


FR TON 2G BE wy PL 
ee dadb. pdb pda 
pour tout système (a, b) de deux points critiques. 
On aurait de méme 
HP. _ a oP oP 
(a Sef dado p Oo da 
pour tout point critique tel que a. 
Si l’on veut tenir compte de la variable o, qui entre en facteur dans 
chaque P, on devra ajouter l'équation du premier ordre 


o¢ — =P. 


Oa 


~ 
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Les équations ainsi formées constituent, avec o(P) = 0, le sys- 
teme (S). Il est aisé de voir qu'en différentiant l’équation linéaire 
o(P) =o par rapport à l’une des variables a, ..., p, on obtient 

; ‘ , - NT TE DR 
des équations qui permettent d’exprimer toutes les dérivées AUS 
au moyen des dérivées premières de P. 


(En particulier on a = o.) L'expression la plus générale de P 


ne dépend donc que de constantes arbitraires, en nombre égal aux 
déxivées a 

erly aa: ’ dp 

Toutes les périodes de P sont des solutions du systeme différentiel 
linéaire (S), mais certaines d’entre elles sont algébriques, au moins 
lorsque VK possède des pôles qui sont des pôles de l’intégrale. 

Ce sont les résidus relatifs à ces pôles, parmi lesquels peut se trouver 

. J 

le point = =o. 


Ainsi, dès qu’un ou plusieurs des exposants A, u, «, 8, ... sont des 
entiers négatifs, de valeur absolue supérieure à p, ou bien lorsque 


A+ p+ apt+at+Bt...<o, 


le système différentiel (S) possède des intégrales algébriques. Il se 
réduit done, par adjonction. de ces intégrales algébriques, à un sys- 
tème de même nature et d'ordre moins élevé qui n’est vérifié que par 
les périodes P transcendantes. 

On a déjà remarqué que, suivant les cas, il existe une combinaison 
linéaire de ces périodes qui s’annule ou s'exprime avec les résidus de \/K, 
y compris, s'il y a lieu, celui relatif à = Betpy! 


c. Des observations analogues peuvent être faites lorsque J est 
rationnel. Si l'on‘suppose | 


I À a 6 
est — x — à 
rer Par an ee tar wore Babes, ge ai hua, 


on a vu que z est donné par 


s=0(u) [ Kyao+ T(x). 


ee om I PAR LOOT 


ns ee ee ee 


Len 
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! 
ou = et Ÿ” sont connus en a, b,..., ae a+ EL OU 
KiZ=(9+p)(o—1) (6 +i)e(r—a)(s — b)8... et; 


les intégrales transcendantes de ©( f) = o sont des quotients de périodes 


de [K, de. 


Désignons par P une période quelconque de cette intégrale, c’est- 
a-dire une intégrale 
P= fkide, 
r 


où I est un contour fermé tel que K, reprenne, quand on l’a parcouru, 
sa valeur initiale; on forme aisément un système différentiel linéaire(T) 
dont P est la solution générale. 

On a d’abord manifestement, comme plus haut, pour tout couple 
(a, b) de points critiques 


op oP oP 
AgNO a a 


et pour tout couple (a, 2) 
| d?P _ dP  dP 
CHR + 


Il yaici à considérer la nouvelle variable L : en dérivant par rapport 


aLona ; 
0 
OL = [oxide 


et il suffit d’observer que » = — a +a, pour obtenir la relation 


hl ae ee 
Sof, 0 LU. 
pour tout point critique a. 
On aurait de même 
PP Lg poe 
ye) "05 


Nous avons vu qu’en désignant par P, une période particulière, le 
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quotient . est une intégrale de o(/) = 0; on peut donc en conclure 
0 
O(P) _ O(Po), 
Per P9 


Cherchons la valeur commune de ces rapports en tenant compte de 
l'expression explicite de v(/): 


af [1 — a? 
OO! re Li 


ou de sa signification. 
On trouve d’abord 


v(P)= f'0(K,) de = [St de, 


et si l’on a égard à la résolvante, identique, en K = ®(u)K,, 


\ 
pag te L)-eG+u ++ el, 


Si) OK, 1 OK, JA _, 
Du) kv de ©? KP | : 


[dak =o, 
r 


Ÿ 1 
v(P)= Te [x de =- Te b 


et au fait que 


on én déduira 


Mais nous avons trouvé pour pl l'expression explicite 

JL € À . P D(a ) + P ‘ p e 
D'(u) …. 
A LT et 
bay ht hb Paha oL, 


les périodes P satisfont done à l'équation du premier ordre 
O(P)=[eL —- (A+ p+ 2-4-2a)]P. 
Ainsi nous avons, comme dans le cas précédent, un système diffe- 


rentiel linéaire (T), formé d'une équation du premier ordre et des 
équations du second ordre qui donnent les dérivées prises par rapport 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
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à deux variables différentes, pour définir les périodes P. On en déduira 
oP d?P 


sans difficulté l'expression des dérivées x +: » pr 


+: au moyen 
des dérivées premières de P. 

Le système (S) est celui qui définit les rapports des solutions de (T) a 
l’une d'elles. Comme la solution générale de (T) renferme linéaire- 
ment (p + 2) constantes, si p est le nombre des points critiques a, 
6, ..., la solution générale de (S) en renfermerait sous forme projec- 
tive 2 + 3) et id système (S) parait moins commode à étudier que 
le système (T). 

D'ailleurs, la solution générale de (S) est construite avec seule- 
ment (p + 1) intégrales de vu(/) — 0, quotients de (p +1) solutions 
indépendantes du système (T) par la dernière solution. 

Nous concluons de là que la réduction du groupe de rationalité 
de v(f) =o doit se chercher en représentant les intégrales comme 
quotients de deux solutions du système (T) et en étudiant la réduction 
de ce système linéaire (T). 

On verrait sans difficulté les modifications à apporter aux résultats 
qui précédent lorsque J a des pôles multiples à distance finie ou un 
pole multiple à l'infini. 

En résumé, l'étude des cas de réduction du groupe de rationalité des 
équations linéaires aux dérivées partielles V(f) = o peut se faire par des 
méthodes régulières, qui n’exigent que la connaissance de Ja théorie 
classique de M. Picard, sur la réduction des équations différentielles 
linéaires, étendue à plusieurs variables. A titre d'exemple, nous traite- 
rons plus en détail de cette réduction dans le cas où J ne possède, en 
dehors de +1 et — 1, que un ou deux poles simples a, b: on verra 
que ce cas particulier comprend tous ceux signalès jusqu'à présent 
soit par d’Alembert, soit plus récemment par M. F. Siacci. C'est par 
cette étude que nous terminerons notre travail. 


Remarque. -- Nous avons cependant, avant de passer à cet examen 
historique, une remarque d’ordre général à faire. 
Nous venons de voir, par exemple, que dans l'hypothèse 


1 À œ : 
j= — + + Fr iat ne + B CAE ER Dy 
Er p —1 ett --@ t— 6b 
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les périodes P de l'intégrale 
fe Owe + etat DIP. ede, 


qui donnent par leurs quotients les intégrales de l’équation w( f) = 05 
satisfont à l’équation linéaire aux dérivées partielles 


o(P)=[pL—(A+p+2+4 2a)]P, 
ou 


Df) = APT + LAS) + 


da\a+p 


oF ho en( se + t)=G+e+ a)p+a— pl, 


et de plus aux équations, formant le système (T), 


d?P & oP oP oP 
Se me 8 4 Pl Gade it HEY 

oP i a a PRPS 

jad Ci do0L °œ 


Dérivons, par rapport à «, ces diverses relations; nous aurons le 


SR 

aP\  1—p? 0P _ DAT 
of) ÉD lp +e + Say] D — Ps 

AE 
(wuay Ne og 2 ary 0 (aP\  dP. 
Va db dde 2 (5 db? 

a oP 

a) aaa 
(Tale Sei ses wee 9 (28), 2. (28) , 2, 
°° dadp ~~~ Op 0% \ da)" dp’ 


a {[dP\ à /dP oP 
mn (9a) = 35 (Se) * —P: 
| ot 23 à OP 9 (oP 
| SE Vds rs (Se) 


Supposons maintenant que l’un des exposants «, B,... variant de 
manière continue devienne un nombre entier positif, par exemple l’ex- 
posant a. La période P représentée par l'intégrale Z,, envisagée plus 
haut, Ÿ, — ' K, de, où A, entoure a seul et comprend le point à 


Da 


—— D nat RE OT lag ails 
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4 


l'infini, se réduit à zéro. Il en est de même des intégrales de double 


contour où le point a figure : K, de. 
1 b 
Avec cette période particulière P, s’annulent également les dérivées 


oP oP x 
Tp et PT relatives aux affixes b,... des autres points critiques. Il suffit 


LA 2 2 a x A gi , oP = s 
de considérer le système (Tx) pour reconnaitre que la dérivée — vérifie 
alors le systéme (T). Nous pouvons, par suite, dans le cas où a est un 
entier positif, remplacer la période &, par l’intégrale analogue 


O24 
Ic = in kh, ] og (ve —a)dr, 


puisque 


Ce a (0 — a) log(e — a) 


et cette intégrale n’est pas nulle en général, puisque la fonction à 
intégrer K, LR — a) n’est plus uniforme au voisinage de v = a. 
’ On peut remplacer de même une intégrale de double contour, telle 
que {Ky de par f. K, log(v — a) de. 
ab ab 


Les constantes À, ». jouent un rôle analogue à celui des constantes 


“AU 


On a immédiatement 
AP) : ap 
o( 5) 40-5 )— arena! plus may SLD 


et comme À ne figure pas dans les autres équations de (T), il est clair 


que est une solution de ce systeme lorsque P et is sont nuls. On 


aura donc, si A est entier positif, à remplacer par exemple Y, par > 


Pi 


li n’est pas nécessaire de modifier les contours qui définissent les 
périodes, ni la fonction à intégrer lorsque certains des exposants A, », 
a, 5,... sont des entiers négatifs, puisque alors K, et son intégrale 

TT Bes Norm., (3), XXX VII. — FEVRIER 1920. we 8 
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deviennent discontinus au point critique correspondant. On peut 
cependant observer qu'il existe alors des contours fermés restant au 


voisinage de ce point qui donnent des périodes : les résidus de Cauchy. © 


L’observation faite pour J se répete pour K, dans le cas où certains 


des exposants A, #,%,8, ... sont des entiers positifs. 
| lat Me Pl 


Examen historique. 


Il s’agit ici de montrer comment se situent, dans la théorie générale 
qui vient d’être exposée, les résultats particuliers dus à l'ingéniosité 
des géomètres qui se sont occupés, au point de vue théorique, de 
l'équation de la Balistique extérieure. 


Formes de d’ Alembert. - D’Alembert a indiqué (1) quatre formes de 
la fonction a =o permettant d'intégrer l'équation de l’hodographe, 
6 


formes qui s’écrivent avec les notations adoptées : u = log V, » = sing, 


(1) p(u)= a+ be™, 

(IL) p(u)=a+bu, 

(1) o(u) = Ae™ + Be-"+R, 
(IV) o(w)=Aut+Ru+B; 


les deux derniers cas ne sont traités que pour une relation particulière 
entre les constantes A, B, R. On remarquera que le changement de u 
enu — u, fait disparaitre de toutes ces expressions une constante A, B, R. 


I. Pour la forme (1), l'équation 


(1) dvi? 
dit. 0 3s 9 
peut s’écrire 
dv: 
du= (be QE 
( LA (1— 2)? 


ee me die es SUN CE Peer whe peo nia Va 


(1) D’ALEMBERT, Vraité de l'équilibre et du mouvement des fluides, Paris, 1744, p. 359. 
Des cas particuliers des formes de d'Alembert ont été étudiés à nouveau par Legendre et 
par Jacobi. ‘ 


ee née 


9. , 
L ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE LA BALISTIQUE EXTÉRIEURE. 59 


ou encore, en la multipliant par — ne-”", 


(2) de-n — a) Lb + (a + eye] dr. 


9 7 . . rea ri , 
C’est donc une équation linéaire en e—"", la variable étant ¢, quelle 
que soit la constante n. 
On sait que l’équation linéaire : 


dy —(Ay+B)dzx=0 


fa dx 


possède un multiplicateur dépendant de x seul, es 
ef Ae [dy —(Ay +B) dx]= al ye Js — [Besa dz | . 


Dans le cas actuel, nous aurons donc comme multiplicateur de (2) 
le facteur 


fie n i n 1 
= ae yia-—l) ,—stat+l) 
Mev = =(1+¢8)? (1— 5) ? , 


c’est-à-dire comme multiplicateur de (1), RE M. Nous 
sommes ici en présence d'un multiplicateur de la forme 
K=o(s+p)(s—1) (5 +1)6, 


les exposants À et 4 étant donnés par 


Nous avons vu que lorsque À et » sont quelconques, le système à 
intégrer pour déterminer c et p peut s'écrire 


! 


lo a + + 
et ert Tt p+ (A+ pt+2)+p—-4= 05 


il donne immédiatement 


if ÿ 5 
g—=Cer+rp+au ~~ usc 06 UN Ste? 14 
= ’ , = 


G6 => = , 
3 ys a oe a 
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et l'intégrale de l’hodographe s'obtient par la quadrature 
Is gerlos(v—1)+Hlog(e+4)[ (6 so p)dv ie (1 Wes, v2) du]. 
Remarque. — L'hypothèse A+p+2=0 donne 7 = const. 


et p=(A—p)u+C,, c’est-à-dire le deuxième cas indiqué par 
d’Alembert. Il n’y a pas lieu d'y insister. 


III. Étudions maintenant la forme (III) où 9 = Ae” + Be—"“*+R. 


L’équation a intégrer s’écrit 


du 
(rot) =o + Ae 4+ Bem +R, 


et, si l’on multiplie ses deux membres par e™, 


d ; 
(1 — vt )em 2e = Ae? + (v + R)e” À B; 


on reconnait immédiatement, en posant w =e”, une équation de 
Riccati : 

(1 — 6?) do 

ni dv 


=Aw?+(e+R)o+B. 


Cette équation s'intègre par quadratures lorsqu’on en connaît une 
solution particulière (1). La méthode de d’Alembert consiste à cher- 
cher les conditions pour que cette solution soit linéaire en ¢: 


®=pr+q; 
on obtient ainsi 


Anp+n-+1=0, qg(2Ap +1)+Rp=o, p=n(Aqg+Kq+B), 


ce qui exige entre A, B, R la relation 


AUS AB Le R? 
ne" (n+) (na) 


On sait qu’en posant © =¢+ pe + q, l'équation transformée est, 


(1) D'après la théorie générale, il n’y a de réduction que si une solution particulière 
est rationnelle en v, ou si plusieurs solutions sont algébriques cn ¢. 


Te 


ste mr unit sonate 
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après division par o?, une équation linéaire en — : 
o 


d(=) 
o/ (nape + Rn 1 | 5 
av. (nas Was rie 


(1 8) 


elle admet donc, sous la forme précédente, le multiplicateur d’Euler 


(n+2)e0+S 
rei je de Rr? 


Bee PS ea ie 
(1 — 9?) + (n +2), 
On aura, par suite, pour l'équation initiale 


(=) adit — de —a; 
e +p 


le multiplicateur 


e"“(e + p) Fe ais 
mere e 
(pe +q—e™) , 


» d’où l’on déduit pour J une expression rationnelle en ¢, 


Ca 1 le detente À br 2 
LA INT PPTL Er 
si l’on pose 
a oe 2 ra ere at PP nu (a +1) de 
A+ B= Nn, A—p=S, oe a] la Rose 


En observant que le remplacement de uw par u —u, permet de 
prendre A=1 et ne change pas le produit AB, on voit que tout est 
déterminé par les valeurs de A et u; 1 n'y a donc pas dans p de cons- 
tante arbitraire en dehors de À et uv... 


Examinons, d'après les résultats généraux indiqués plus haut, 
à quelles conditions on pourra choisir, pour l'équation 


une expression de J, analogue à la précédente, 


| 1 }. 
, J 2 + de 
v+p MT Dé aa | Heat 
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On aura pour déterminer a et ¢ en fonction de wu les équations 


2 a(1—p?) 
= ; ! À + —jA= ——_- 
Er p'+(i+p+2)p+n a+p 


L’équation qui lie p et a est une équation de Riccati : 


dm à ds À eo à 


da 1 — a? - 


D'après la théorie générale, si l’on pose 


Ki=(e+p)(e— Me +e — a) 


les périodes P de l’intégrale fK dy satisferont à l'équation 


Cae a LOUE 2) 
daa+p dp F 


=—(Ài+u+3+a)P 


Ù (P) = 


—(+p+2)p+2—al 


a 
a+p 


et le quotient de deux d’entre elles égalé à une constante définira la 
solution générale de l’équation de Riccati considérée. On aura ensuite 
u par une quadrature, en partant de l’équation 


ae eee (a+p)da 
Sola itp ater 
où p est exprimé au moyen de a. 


Nous remarquerons qu'en écrivant, par exemple, 
P+HD—=V—1+ 0+1, 
nous avons 


[Kido = fe = 1)h+1(¢ + 1)¥(9—a)* de + (9 + » fw 1)*(e + 1)? (v— a) dv, 


d’où il résulte que les périodes de 1 K, dy sont des fonctions linéaires 


de (9 +1) dont les coefficients sont des fonctions de a qui sont des 
périodes d'intégrales hypergéométriques ordinaires (1). Ceci donnera la 
clef nécessaire pour trouver tous les cas de réduction du problème. 

Les périodes P considérées comme fonctions de ¢ et de a vérifient 


(1) Cf. par exemple, Em. Ptcarn, Traité d'Analyse, t. Ill, 1896, p. 301. 


1 aan = À gs 
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avec l'équation 
O(P)=—-(+p+2+a)l. 


du premier ordre, l’équation du second ordre 


oP ou AP! y «eR 
andre AD da. 


Il est aisé d'en déduire les équations: vérifiées par les périodes des 
deux intégrales hypergéométriques contigués, regardées comme fonc- 
tions de la seule variable a. Si l’on pose 


P=M-+-(o+1)N, 


en désignant ainsi par M et par N des périodes relatives au même contour 
fermé, on aura, au lieu de l’équation du second ordre, 


ON oM 

(a —:1) Se aN + Fri 

et l’équation linéaire du premier ordre donnera la seule équation nou- 
velle 


(G—at) D 4 (aa +2 IN = + +2 + 0) 


: ep Le | M 
En la différentiant par rapport à a et remplaçant ~~ par son expres- 
sion en N, on obtient l'équation du second ordre vérifiée par N : 


o7N 


à ON = 
(1— a?) So 4 [a(A+ p+ 2a) —(2p+2+ 2) —a(hA-+-ptati)N=o. 


Dans le cas général, les périodes P ne peuvent s’exprimer que par 
des intégrales de double contour relatives à deux des trois points 
1, —1, a. Mais il y a de nombreux cas de réduction. 

Si, par exemple, les intégrales envisagées M et N demeurent finies 
pour P—I, y=—I, v=4a, ce qui exige que les parties réelles 
deh—1,u — 1, % — 1 soient positives, on pourra prendre pour périodes 
distinctes deux expressions 


P,=Qa—&,, P,=Q,—Q2-,, 


où les Q sont des intégrales prises suivant des chemins rectilignes 


Ex 
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d’un point ¢, aux points correspondant aux indices a, 1, — 1, à 
condition que la détermination initiale de K, soit choisie en #, une 
fois pour toutes. 

Le groupe de monodromie de l'équation du second ordre en N(ou du 
système différentiel en P) sera dans ce cas (') engendré par les deux 
transformations linéaires (S,), (S,) qui correspondent àune circulation 
de a autour de 1 dans le sens positif et à une circulation de a autour 
de (— 1) danslesens négatif : 


Le e2ir +2) P,, 


(Si) P,= P.+ [e—tirûè+a) + e-ira]P,; 
S 1 = P; + Letiriutre) bas erin | P.. 
(52) rs — ett T(U+a) P,. 
En posant | 
P, 3 
i à 


où C désigne la constante intégrale de |’équation de Riccati, signalée 


plus haut, le groupe projectif relatif à C est formé par les deux trans- 
formations fondamentales 
—2in (A+) ( 
en Sr 
1+e (e , HC a e?irth+a) LT — ei} 


A 


(2) C? = ein (pe) (| | — e—tiru, 


dont l'étude permettrait d’obtenir tous les cas de réduction du 
problème; c’est là une question classique sur laquelle il n’y a pas lieu 
d’insister ici. 

Nous nous bornerons à signaler les cas immédiats où A, u., a@ sont 
rationnels tous trois, ou bien A + x et « rationnels. 


Si l'on veut retrouver le cas signalé par d'Alembert, on doit 


faire « = — 2 et il semble, d'après les relations obtenues, que A et uv. 
demeurent arbitraires. 


(1) Cf. Eu. Picaro, Traité d'Analyse, t. HE, 1896, p. 304. 


,. ; : F 
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Dans ce cas, une période de | K, de est en évidence; c’est le produit 


(¢ + p)(v—1)(0 + 1)8 


par 277 du résidu de 
(amet A 


relatif à v = a. 


En posant 
S (9) =e +p)(o—1) (9 + 08, 


ce résidu est simplement /’(a) : 

f'(a)=(a— 1)" (a+ it a—i+(a+p)[A(a+1)+p(a—1)]\. 

La période P = 21% f'(a) vérifie l'identité 

O(P)=r(À+p)P; 

mais, en laissant À et pr arbitraires, une autre période ne peut s’obtenir 
que par une intégrale de double contour, celle relative à —1 et +1 
par exemple. | 

Le succès de d’Alembert tient à ce qu'au lieu d’intégrer l'équation 


de Riccati que nous avons rencontrée, il a simplement envisagé la 
relation invariante 


P, = (a2—1) + (a+ p)[A(a+1) + p(a—1)]=09, 
qui donne immédiatement 


1— a? 
a+ p 


= =i(a+1)+pl(a-—-1), 


et s intégre par la formule 


a= A et pin om 2 
/ 


d’où l’on conclut ensuite l'expression de p. 
Une circonstance analogue se présentera toutes les fois où l’on pourra 


déterminer l’une des périodes P de [K, de; en particulier toutes les fois 


où l’un des exposants A, p, « est entier négatif. Ce sont là des cas de 
réduction exceptionnels, où le nombre des constantes arbitraires est 
diminué d’une unité. 


Remarque. — Il est nécessaire de signaler ici le cas singulier 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVIL. — Mars 190. 9 
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où À +p — 9. En considérant l’équation P = 0, elle nous donne alors 
. À e s 

. at—1+ 2A(a+p)=9, 


- d’où l’on conclut 


4 


al ou bien a=2ku+c 
et ensuite 
— mi —— 
P= — —a=—adw—a(e+hu— (e+ *)- 


L'expression de p est donc une fonction du second degré de u 


p—Au+Ru+B, 


où les coefficients sont liés par la relation 
: R?= A’ + 4 AB +4. 


Orsi nous partons de cette expression générale de p où A, R, B sont 
des coefficients arbitraires, l'équation de l’hodographe 


de 1— 01 


du v-+p 


peut s’écrire : 


(1 — 02) = aut Ru+B-+ 9; 


c'est une équation de Riccati en w et d’Alembert l’a intégrée lorsqu’elle 
admet une solution particulière linéaire en ». En exprimant que l’on 
peut prendre pour solution ps + q, on trouve aisément 
I A—R 
ae (4 1773 A 
avec la condition | 
| R?= A? + GAB +4, 


qui est précisément celle trouvée plus haut. Nous rencontrons ainsi le 
cas (IV), signalé par d’ Alembert. 
On verrait, comme dans l’étude du cas (III), que l’équation 


dv Ip 
du V+ 0 ney 


‘ 


et, hn. “s 0) AT le 


a 
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possède alors un multiplicateur d'Euler 


Re a: a 


(e —a)?\o +1 


Comme, dans cette hypothése, K est comparable pour 10] très grand 
à le coefficient « est constant. 


Il convient de remarquer que l'expression de p ne dépend que d'une 
constante essentielle, puisqu'on peut, par exemple, en ajoutant au une 
constante — u,, annuler B ou R. On peut aussi faire c —0o, ce qui 
. donne 


plume dail te satay On ser i 


ou il apparait nettement que la seule constante qui figure dans p est 
l’exposant pw. 

Nous verrons tout à l’ dears qu’il est possible d’obtenir l’expression 
générale de p qui correspond à la forme adoptée pour K. 


Cas de l'équation linéaire en . — Un cas particulier important (") est 
celui où l’équation de Riceati, qui définit p au moyen de a, se réduit à 
une équation linéaire. Il faut et il suffit pour cela que l’on ait 


_ Â+p+2+a—o. 
L’équation linéaire 


do __ OH + EE), a(i—p)—(1+u+2) 
m7 1 — at per 


s'intègre aisément sous l’une ou l’autre des formes 
Ava A St! Stata 
(p —1)=(a 1) (a+ 1) CEE Penn |’ 
da 
etait om [e209 fit 


où n'intervient qu’une ER de diférentielle binome dont on peut 


(1) Ce cas est le ao des deux cas set par M. F. Siaoci, dans sa dernière 
Note (C.R. Acad. Se., t. CXXKII, ro août 1901); nous ne reviendrons pas sur son examen . 
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indiquer aisément tous les cas de réduction, c'est-à-dire tous les cas où 
elle s'exprime par la combinaison d'un nombre limité d'opérations 
algébriques, ‘d’exponentielles ou de logarithmes portant sur des 
arguments algébriques; ces cas sont manifestement : À entier ou 
u entier, ou A+ entier, lorsque A, u sont rationnels et de signe 
quelconque. 
On obtiendra ensuite u au moyen de a par la quadrature 

à (a+p)da __ 


a — 1 


(p+1)da _ 


u—= Uy i ous 


— log(a +1) — 


dans laquelle, en dehors d’une intégrale de différentielle binome avec 
les mêmes cas de réduction que la précédente, figure l'expression 


@( a) = f(«- Marre da. 


. 


Si l’on se reporte à ce qui a été dit plus haut, les périodes P de 
l'intégrale 
fx dy, 


Kk, = een eye 


(v—a ares 


ou 


_ sont ici des solutions de l’équation 
O(P)=0; 
elles sont donc fonction de l’une d’elles. La constante C est par suite 


fonction d'une de ces périodes et comme elle est linéaire en pe, c'est, à 
un facteur constant près, l’une de ces périodes. 


D'après la forme de K, on peut choisir pour période | K,de, le 
5 


contour fermé F entourant une seule fois dans le sens direct chacun 
des points 1, —1, @, puisque K, reprend sa valeur initiale quand on 


deerit un tel contour. Si l'on prend pour T un contour convere qui se: 


ramène par déformation à un cercle entourant ces trois points, on aura 
une période constante 217 qui correspond à un cercle de rayon très 
grand. Mais on peut prendre un contour F à trois boucles, tel que celui 
que nous ligurons, et l'intégrale correspondante dépendra de a; on le. 


ee ore ana 
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reconnait aisément en prenant un cas particulier, par exemple À =1, 
u = —2, où K, est uniforme et où l’intégrale est une somme de résidus. 


Fig. 2. 


y 


oe 


il y aurait lieu de rechercher quel est le contour l qui donne C dans 
le cas général ; nous nous bornons à poser la question. 

Examinons, plus endétail, lecas oa = --2, cequi entraîne À + %= 0. 
Nous avons vu que le résidu de K, relatif au pôle double a, donne une 


période be 
P= a2in(a—1)'"(a+1)-O*) [| a®@—1 + 2A(a+ p)]. 


On sait done ici calculer explicitement l'intégrale 


Bich <4 2 (2. + ride te pis es ae 


at+i at 


qui figure dans l’expression de (g +1) et l'on a 


(a) = ED ( ar =): 


CEA 


La relation entre la période P et la constante C donnée par Pintégra- 
tion de l’équation linéaire en ¢ est alors 


1 pall, 


21k 


7 


ce qui montre que l’on peut prendre ici pour contour Tun cercle 


entourant le point a seul. 
Pour avoir la relation entre wu et &, il suflit de tenir compte dans la 


formule 


hy seme 
ai te 1 


de l'expression de a+ 2 


=="? (a 4- i 
! = ere aft — ; 
oe 2K EE À 
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“— uy . — cf (= +) da. 

L’intégrale du second membre ne peut s’obtenir explicitement 
lorsque À est une quantité réelle ou complexe quelconque ; elle s'exprime 
évidemment à l’aide des fonctions élémentaires quand À est rationnel, 
on peut donc achever l’étude théorique dans ce dernier cas. 

Des observations analogues peuvent se faire toutes les fois où x, exposant 
de (vy — a), est un nombre entier négatif. Le résidu correspondant de K, 
donnera une période P et permettra par suite l'intégration explicite de 
l'équation linéaire en p, c’est-à-dire, au fond, l'expression explicite 


on obtient ainsi 


da . eu, 
a br ey rer lorsque A + u est un entier positif. 


Formes de Siacci. — Dans deux Notes très riches en résultats parti- 
culiers, M. Francois Siacci a fait connaître récemment (') un assez 
grand nombre de cas nouveaux d’intégration par quadratures de 
l'équation de l’hodographe. Il est aisé de les classer dans les tas 
généraux et de les obtenir ainsi par une méthode réguliére et uniforme. 


L’équation de Vhodographe étant écrite (avec nos notations 


primitives ) 


ds 
Vi— e? du — (vo + an = 
RL cos 


M. F. Siacci cherche à quelle condition l’expression 


M = e#(u vio), 


p= a fede au 8 fo» 


est un multiplicateur d’Euler pour le premier membre de l'équation. 
I] trouve ainsi l’équation 


où 


dou" 
du 


+ au" (ot — 1) = but, 


(1) F. Stacar, C. R. Acad. Sc., t. CXXXI, 13 mai 1900, et t. CXXXI, 19 août 1901. 


mer rm 
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qui, pour a = o, redonne, suivant quen~1 oun =r, la première ou 
la seconde formule de d’Alembert. 
Dans le cas général, en posant 


I I 
n — —) au = — 2x7, p= yat, 
du 
on obtient, pour déterminer y en a, l’équation (un peu plus générale 
que l’équation originelle étudiée par Riccati) 


dy 


+ part ae 


équation que M. F. Siacci intègre par des séries dans des cas 


particuliers. 
Nous observerons qu’en partant de l'équation de l’hodographe 


écrite 
ds ip 
du g+to}  ? 


le multiplicateur d’Euler, K, a la forme 


K—(r+p)(e—1}(e + 1)R el”, 
Nous nous trouvons donc dans le cas ou J, rationnel, se réduit à 


y aa ey eee ate Poa à 


+ 0 CE ne Say 


avec = 
A+p=—(n+1), A—p=b. 


En laissant A, p. Pe: on a pour déterminer p et T les deux 
conditions 


L'— L=0o, a eet tayo ro 


La relation entre ¢ et L est définie par l’équation différentielle 


LÉ + Q+p+ 2)o+p—A=L(p?—1), 


dont nous savons former |’intégrale par le quotient de deux périodes 
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de l’intégrale définie 
fe + p ) eh log(e—t) +B logiv-+1) + Le de. 


Nous avons vu que si l’on pose 
L— /(cos4 + isin0), v = r(cosw +7 Sin), 
on peut choisir, pour définir ces périodes, deux lacets élémentaires 
entourant respectivement les points 1 et —1 et dont la partie recti- 


ligne s’éloigne indéfiniment dans une direction w, pour laquelle 
cos(w, +0)< 0. 


E | SORTE ORALE 
Par exemple, on peut prendre w,— = si 4 est positif et inférieur 
s Tw - . 
aT, W)== — = Si 0 est compris entre + et 27. 


Désignons par F,, T_, ces lacets élémentaires parcourus dans le sens 
positif, on aura 


Le (o+p}(o— 1 (0 + 1) et” de = A(L)+p B(L), 
YT, 

di (6 + 9) (e —1} (6 +1) eb’ de = C(L) +p D(L); 
re ; 


d’où l’on déduit l’intégrale de l'équation de Riccati considérée 


A(L) + 9 B(L 


ee 
C(L) +e D(L) = const. 


Il y aurait lieu d’étudier en détail les intégrales A (L),... comme 


fonction de L et des arguments A, wu. 

Supposons par exemple A et & entiers positifs; on obtient la relation 
entre ¢ et L en égalant à une constante le rapport des périodes de 
l'intégrale 


ee + eer (6 + nu et de, 


Si, par exemple, la partie réelle de L est négative, on obtient une de 
ces périodes en prenant pour contour d’intégrat:on un lacet entourant 


le pointe = 1 et dont la partie rectiligne coincide avec la partie positive — 
de l'axe réel du plan ». L'intégrale correspondante de l’équa-: 
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tion 0 (P) =[+~(A+u+2) +L] P pourra être prise égale à 
AE (6 + p)(e—1)F (9 + 1)# e dp, 
1 


16 31 if APE 1 1 
Mais si l'on observe que, /(v) désignant un polynome entier, 
on a 


et fv) de = a (T flv) oe as) + a f'(v)—.. :) + const., 
on en pourra conclure 


f eteyas—e lip —Bro+pro—-|. 


1 
Dans le cas actuel 
Av) =(e + p)(e— (oe +8, 
et ce polynome s’annule ainsi que ses dérivées jusqu’à celle d’ordre 
(A —1) pour v — 1. Il en résulte que si l’on pose 
o(v)=(v+p)(o +1), 
on aura les expressions 


FN (1)=Ao (1) = aP(r +p), 

SON (1) == Alo! (1) = A! [p ae" (1+ p) + 24], 

FD (1) = Alo” (1) =Al[p(p —1) 24#-2(1 + p) + 2p 2k], 

PO) SAL ga) AGE — (pu — 2) 28 (1 + p) + 3p(p—1) #4), 


dont la loi de formation apparait clairement. 
Une autre intégrale de la même équation sera donnée par l'intégrale 


k= [wre ce +1 do, 


dans le calcul de laquelle il n’y a pas lieu, ict, d’éviterle point + 1. Cette 
intégrale est donc simplement 


beet Bens pen | 


et les observations qu’on vient de faire pour I, peuvent se répéter. 
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L'intégrale de l'équation de Riccati entre p et L est alors 


LL : 1,= const. 


et l’on en déduit immédiatement la relation entre p et u puisque l’on 
” peut prendre L=e*. 
Dans le cas où À et u sont des entiers négatifs, les périodes de 
l'intégrale 
fee Herero ear et de 


sont, au facteur 227% près, les résidus de Cauchy de la fonction à 
intégrer pour y=1 eto =—1. 

Pour ¢=1, le résidu de (v+p) (e —1) (vo +1)*e™ s’obtiendra 
immédiatement en posant »=1-+ 2 et cherchant le coefficient 


de = dans le développement 
a(i+9+2r)(2+ar)Helt, 


Comme on a, pour || inférieur a 2, 


(2 amare ft) ae] e fs BED at... 


et aussi 


ax 
1.2 


© 
PR a ES +..., 


le résidu cherché sera représenté par la somme 


Re AU | 
ZI) Les 
rh rer 


où les développements s'arrètent aux puissances négatives de L. 
Le résidu relatif à 6 — — 1 aura une expression analogue, et le 
quotient de ces résidus, c'est-à-dire l'intégrale de l’équation de Riccati 
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qui définit p en fonction de L, aura une forme explicite voisine de 
celle qui se présente pour A, u entiers positifs. 

Lorsque À et sont des quantités réelles quelconques, on parvient à 
des développements en série convergente de l'intégrale I, en cherchant, 
pour | mod ¢| supérieur à 1, un développement convergent pour le © 
produit (6 — 1) (v + 1}. Ce développement résultera immédiatement 


de l'identité 
(vp —1)* (e+ yes vee (1 — aces a3 


et de la formule de Newton. 
On obtiendra de même le développement de I, en remarquant que 
l’on à 
+ ; 
1.=1,+1; avec HE 8 (v +p) (e—1)*(" +1)h el dy, 


a | 


et que pour cette dernière intégrale (vy — 1) (v +1) se développe 
sans difficulté en série convergente suivant les puissances positives 
de ¢. 

Ces développements convergents de I, et de I, sont des fonctions 
analytiques de la variable réelle À, par exemple, fonctions qu'on peut 
chercher à étendre au champ complexe. L'extension naturelle est faite, 
précisément par la définition de I, au moyen d’une intégrale prise le 
long d’un contour fermé, adoptée dans le cas général où À et y sont 
des quantités complexes quelconques. 


Deuxième forme. — M. Siacci a étudié divers cas particuliers où 


ÉESS 


l’on peut donner au multiplicateur K, de l'expression de — É 


la forme | 
K—0o(r+p}(s—a}t(s — 1) (0 +1)? 


Nous avons déjà rencontré le cas général où A, ps, % sont des 
constantes complexes quelconques à propos de la forme (II) de p, 
donnée par d’Alembert; il nous a conduit aux intégrales hypergéomé- 


triques classiques. 
Examinons rapidement les réductions qui se présentent dans les cas 


signalés par M. Siacei. 
6 
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a. }=u=—1: Les points 1 et —1 sont des pôles simples de K; 
on a donc pour déterminer a et p, au moyen de 6, les équations 


a(14-p)(1— a)J*#= Ty, 
o(—1+p)(1+ a)*=P,, 
d’où l’on conclut 


avec, d’ailleurs, 5 
: o = Ce*4. 


Des conclusions analogues vaudraient toutes les fois où A, pt sont 
entiers et négatifs. 


b. a=1: M. Siacci observe qu’en écrivant l'expression de K 
K =(v+ p)[l(1+ #) + m(1— #) ]*(e — 7) (eo +16, 
ce qui, avec nos notations, entraîne 


o = (l—m)-, a= 


on a pour déterminer /, m, p les trois relations 


a(p+1)l +p'l = 2(1+3)4, 
a(p —1)m'+p'm=—2(p+1)m, 
(t—m)?=C eta+h+u+2)u, 


Pour « — 1, on peut déduire des deux premières une combinaison 
intégrable en tenant compte de l’expression de (/— m); l'intégrale 
correspondante sera 


l(p+1) | m(p—1) 20 nés. ik 
FPE B-+i ETES ME ha ge, 
ou encore 
_ l(p+1) | m(p—1) 2 
BAO eee epee aout à 


En supposant C, = 0, M. Siacci achève l’intégration. On aura dans 


D ET 


Mee . 
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SJ 


cette hypothèse. 


m Fi l C eA+utayu 
ecm ry — ee TE 
A+ At ptd pet À+p+3 p+1 À+i 


et la premiére équation entre p et A donnera 


=, 


! 


id p 


rer LE 
oo PASE nee ee morni eae e 
wert Atpt+3 ptt Att 
d’où l’on peut conclure 
- ( À + 21 \ “ p+2 ) 
de dp bn rte tener 


pri) p—i+a( 2) fra 
A+p+3 A+p+3 P A+p+2 


ce qui s’intégre à vue. 
- Étudions d’un peu plus près les résultats précédents. 
Avec nos notations, l'intégrale C, peut s’écrire (puisque l’on 


a2/—0o(1—a),2m——0(1+a) sous la forme 
DRAM Pier ee 4 
2C,=o| A-+t Ds B+1 el 


Cette intégrale C, est, à un facteur constant près, une période de 
l'intégrale (Kae, où K=a(o +p) (v—a) (v—1) (¢+.1) et cela 
quelles que soient les constantes À et ». Proposons-nous de chercher à 
quel contour fermé Telle correspond et pourquoi on a pu l'obtenir. 

Nous observerons que le produit (v + p)(v—a) peut se développer 
suivant les puissances de (v— 1) par exemple; en écrivant 

(v + p)(v—a)=(v—1 41+ p)(V—t +144) 
=(v —1)?+(# —1)(2+p— a)+ (1 +p)(1—a), 
on aura 


fraæ=sl fee + mar 


+ (2 +p—a) f(e—") (CAR et, f 
+ (149) (1a) fete +1)tdy}. 
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Soit, pour abréger l’écriture, 


D(A, p= fete + 1) de, 


où I est un contour fermé tel que (v—1)*(v + 1)* reprenne sa valeur 


initiale quand ¢ le décrit; on aura donc aussi 
IECECUC +2,p)+(2+p—a)D(A+1, we) + (1+ p)(1—a) DQ p)]. 
ï 
Mais l’identité évidente 


(vy — 1 (6 +1)#= —— fév) (eae 


p+ dv 


pot Me +1)H+ 2(9—1)-1(¢ +1)6] 


donne immédiatement 


(A+ p+1)(e—1) (9 += 2 (v — 1} (6e + 1)eHt— AVE 11 (vp + 1)B, 


d’où l’on conclut, eu égard aux conditions imposées au contour T, 


— 2À 


D(A, p) = THERE 


D(A —1, p). 


Nous aurons par suite, pour tout contourT, 


A+p+2 


4 +1) (A+ 2) ' 
esresyiieres iy 


fx de =D [+ pa) — PEEP (a+ 0 —a) 
| Peres 


Il n’est pas nécessaire de connaître D(A, »), qui est constant, pour. 
obtenir l'intégrale 


Re ae UN tet) 4(A +1) (A+ 2) 
Cro (1+ ec s ETS 


et l’on vérifie aisément l'identité entre C, et C, 


2(A+1)(p+1)Q= (A+ p+ 2)Cy. 


ee MS 


es 


LE * 
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Cette intégrale C, peut évidemment s’obtenir de même en partant du 
développement de (v + p) (e —a) suivant les puissances de (v +1) et 
faisant usage de la relation 

D(A, p) = ae D(A, p—1)- 

Si l’on prend pour I le double contour ABA~ B-' relatif aux deux 
points —1 et +1, la fonction D(A, wu) s’exprime aisément à l’aide de 
l’Intégrale eulérienne de première espèce et les propriétés précédentes 
résultent de celles de la fonction l'(z), Intégrale eulérienne de 
seconde espèce. ‘ 

-En posant 9 +-1= 2t, on a en effet 


(e —1) (6 +1)¥ dy = (— 1) ait Er — 2) dé, 
d’où l’on conclut 
ay (P—1)\ (0 Hi) = art! + ef BC py +1, à +1) 
ABA—1B-1 


avec : 
B(p, A) = 1-14 et dt = (1 == e*™) (1 — eH) 


ABAT1B—! 


TAT) | 
PiA+ Pp) 


Ce qu'il faut remarquer ici c’est que aes circonstances analogues se 
présenteront pour toutes les valeurs entières et positives de l’exposant a. 
Bien plus, si l’ona 
K =(¢ +p)(e—a)*(v — b)B...(e —1) (9 +1) 


et si tous les exposants relatifs aux facteurs a, b,... autres que —1 
et +1 sont des entiers positifs, on pourra encore former une intégrale 
qui sera un polynome en a, b,..., p, les degrés en chacune de ces 
lettres étant égaux aux exposants. 

S’il existe des exposants non entiers positifs, la présence d’exposants 
entiers positifs amène toujours une décomposition linéaire de toutes 
les périodes suivant les puissances de la ou des variables cortespon- 
dantes. 


c. À——1,a——(u +1): Dans ce cas, ona 


Pe ae ey ye ety 
ex k=" one are 
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les points 6 =1 et = =o sont tous deux des pôles simples de K. 


Nous pouvons donc en conclure que ¢ est constant et faire o = 1; le 
résidu relatif au pole 1 donne alors 


HP 
Gaye 
d’où : : : : 
(a +p) =Ty(1— a)! — (1— a). 


Il reste à intégrer l’équation 


_{a+p)da : [4 —=a)r _ I | 
du = Ge —[r, (i+ay (1+ a) on 


ce qui peut se faire explicitement quand u est rationnel, au moyen des 
fonctions élémentaires 


u— uy — log(1 + a) +1, fa) a 


{ a 


On peut traiter de mème tous les cas où À est un entier négatif et où 
la somme «+ pu est un entier positif, c’est-à-dire où le point 1 est un 


pôle de K et le point = =o un pôle aussi, puisque la fonction est 


uniforme à son voisinage. 
Examinons d’abord le cas limite « + 2 — o avec À = 1. 


Ona 
K= (te (+ b 
hé — I v—a . 


et le résidu relatif à v =1 donne l'intégrale 


On remarque en outre que, pour |s|très grand, on peut écrire 


rete +] 


Ss ot +p+p(i+a)]+...; 
CES 
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un contour fermé analogue à un cercle de rayon trés grand nous donne 
donc une période de [Kde représentée par 

2ino[i+p+p(i+a)], 
d’où une seconde intégrale 

ofi+p+p(i+a)]=T;, 


Cette intégrale l,, où l’on tiendrait compte de l’expression actuelle 
de o,5 = Ce’, s’obtiendrait aussi directement en partant de l'équation 


Là 


po —a(ata)+p—h+p'=o. 


La relation entre p et wu est donc 


a(1+p) 2 [p— =e)", 


i po 
où a= CE 
Supposons maintenant A=—1 et «——uw+1 par exemple, ce 
qui donne 
AMIE) co: a u 
de Neeser bs a) B(e +0). 


Nous aurons d’abord, comme plus haut, l'intégrale relative au 


pôle y = 1; 
o(i+p)(i— a) -B=T.. 


i oes I DP eae 
Ensuite, au voisinage de — = 0, on peut écrire 


K=o(* +p) (: — “y(t =)" («= 2) 


et l’on a 
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d’où l’on conclut enfin 


K= 50 + const. + 2 p[(u +1) +(H— Nal 


p(B—1) 
2 


pe ale 


@ + (p?—1)a+ 7 ( 


Il existe donc une deuxième intégrale entière 


clplu+1)+(u—)a]+ BED ay (pr) + 


eA 
2 2 


Comme d’autre part ¢ =Ce*“, on peut regarder la détermination 
de p et de a comme achevée. 

La méthode s’applique manifestement aussi toutes les fois où 
a+ +A est un entier positif. Il n’y a pas lieu d’y insister davantage. 


Troisième forme. — Une troisième forme indiquée par M. Siacci 
comporte deux cas différents : A et B. 


A. Dans le cas A, un facteur intégrant de la différentielle 


a la forme 
a(e +p)(s — a) 4 (7 a.) 


(—1) 


Nous sommes donc dans l’hypothèse où (SE) =K est rationnel 


en set où l’on a 


K=— 0 (9 + er 2 


En observant que s est donné par la quadrature 


= [AO Vote en) de + du), 


on définit les éléments a,, a, p et « au moyen de u de la manière 
suivante : 
I I ‘oe y + 
La somme ora LS Fe réduisant à l’unité, on aura 


g'=0, d'où o— Ce". 


tied 
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Les résidus de EL dy pour 6 =1 et y = — 1 sont des constantes 
a(p+1)V(i— aw) (1— a) = 
a(p—1)V(1+a,)(1+a,) =P. 

Nous sommes ici dans un cas exceptionnel déjà signalé : le 


point : =o est un point ordinaire pour K, et si l’on prend l’inté- 


grale JVK de le long d’un cercle de rayon très grand, on aura un 


résultat nul. D’où l’on conclut en particulier 


o=ain| ae +0 T0) , ob — PERTE a | 


2 2 


” Vs a FO aye an) de. 


La dernière intégrale est ‘done une combinaison linéaire des deux 
intégrales I’, et T,, à coefficients constants. 
Nous avons vu que, dans ce cas, il fallait remonter à l'équation 


! 
p= — Za;(ai+ ai) + ZBi(bi+ bj) +p—A+p'=0, 


, qui nous donne ici 


Pa hee 5? = Oy Ed 
c’est-à-dire 


s 

p+p'—=(a,+ 4, + a+ %)=9, 
d’où l’on conclut 
| _ (a+ @) —Ce--.. 


2 


4 


En résumé, si l’on prend simplement oe", on aura, pour 


| déterminer a,, a, p, les équations 
6 | ft? en2u 


ht haar fee TT TU 
2 a 
I+ aa (a+ 4) = TS ie 


— le. 
? 


29—(a+ a) = 2Ce 


See eee 
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d’où l'on conclut, en égalant les deux expressions de (a, + a;), 


Tr; Tr? —/ EN u 
Par CE 0) RE ad 
C’est l'équation qui définit p au moyen de e*. 


B. Dans le cas (B), le facteur intégrant de la différentielle 
1— ¢* 
dy — (=) du 


se) (es). 
Ce) pb 


a la forme 


Si l’on a, par exemple, « = À où g et p sont des entiers qu’on peut 
supposer sans diviseur commun, nous sommes dans l'hypothèse 
D AOZNE : 
ou (5) = K est rationnel en ¢. 
On déterminera 0, a, b, p en u de la manière suivante : 
—— . : I , : 
Le degré de VK en ¢ est ici —1; le point = — 0 est donc zéro simple 
de ‘VK, c'est-à-dire que s = o et o est constant. 
On aura deux relations entre a, b, p en exprimant que les résidus 
de VK pour ¥=1 et y= —1 sont constants 


q 


(+n (sven, @—n(ts)=n: 


1+ 6 


1 


elles définiront a et b en fonction de ». 
Il restera à intégrer l’équation 


p= (1— pd ( rv nae 


ou encore l’équation équivalente 
p'+ 715+ b'—(a+a')]=0, 


pour obtenir u au moyen de p. 


~< 
su 
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LE LA 
Danser 
p+i . p—1 


on trouve sans difficulté 


Si l’on pose 


tient ee) we Re fe dp 
u + const.= log AB + ETS - Æ | 
Tout revient au calcul d’une intégrale de la forme ae » où il 


ETES 
‘suffit de poser æ—7y? pour obtenir une intégrale de fraction 


rationnelle 
gy? dy 
MEN 


Dans le cas général où a est quelconque, les formules précédentes 
subsistent. Le calcul de w au moyen de p se ramène à l'intégration 


1 
dx st dy 
de f= ou encore de fan) an 


Fy ood 
Quatrième forme. — Pour une quatrième forme indiquée par 
. = . — 2° 
M. F. Siacci, le multiplicateur K de la différentielle, dv — (+ a ) du, 
peut s’écrire 
es eb(e + p) 
ub APE Nr 
où & est du second degré en ¢. 
Nous avons donc 
Le EE M AN 
t+ p e—1 vets 


Examinons le cas, un peu plus général, ou 


I À hy Oe 


r+p (a ce 


+ L+ Liv. 


On trouve aisément (soit par une étude directe, soit en se reportant 
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aux résultats antérieurs) pour déterminer L, L,, 9 les équations 
Li —2L,=09, 
L'—L+pL;—o, 
p+ p—A+(A+p+ 2)p+(1—p*?)(L—pL,) =o. 


On a, d’ailleurs, alors 
K=@(uw) (e+ p)(" — 1} (6 + nes 


où ® (wz) est donné par 


Gate +a —ph—(—p) ky. 


Les périodes P de l’intégrale 


; fe So E aa pat 


satisfont à l'équation 


oP oP 
U(P)= othe or, (U — Pl) 


+ FDA eA + a) + (tpt) (L— ply) = EP 


avec 
2 = (t— p*)L,+ pL—(A+p+2), 


et le quotient de deux d’entre elles donne une intégrale de U(P) = o. 
Suivant la nature arithmétique des constantes A et x, ces intégrales 
ont des formes très différentes, ainsi qu’on l’a déjà observé en général: 
nous nous bornerons à en indiquer quelques-unes. 
Si À et u ont leur partie réelle positive ow négative mais supérieure 
à (—1), on pourra prendre, pour trois solutions P distinctes, les 
intégrales rectilignes 


+1 æ © 
afi K, de, af KL; elt? uf Sidi 
| | +1 


les deux dernières étant prises le long de droites qui partent de — 1 
et de +1 et s’éloignent indéfiniment dans des directions telles 
que L,o* a sa partie réelle négative, à la condition que ces directions 
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appartiennent à deux secteurs différents, issus du point = = 0, où cette 
condition est remplie. | 

Si À et p ont leurs parties réelles négatives, inférieures ou égales 
à (— 1), de telle sorte que les points + 1 et — 1 soient des infinis de 


l'intégrale ILTZ on sera obligé, en général, de prendre pour obtenir 


les périodes P des intégrales suivant des contours qui comprennent 
deux fois les chemins rectilignes précédemment indiqués et un petit 
cercle entourant soit le point (+ 1), soit le point (— 1). 

La troisième période P correspondra, soit à un contour partant de 
«l'infini dans un des secteurs où la partie réelle de L, +? est négative et 
y revenant dans l’autre secteur analogue, soit à un double contour 
formé avec les points 1 et (—1). Si À et u sont des entiers négatifs, 
deux des périodes pourront être des résidus de la fonction K, uniforme 
au voisinage de +1 et de —1 (et mème, ici, partout); la troisième 
sera l’intégrale prise de oc à oo suivant le chemin indiqué plus haut. 

Dans le cas particulier indiqué par M. Siacci, A= ~—=—1; ona 
pour ces résidus, à des facteurs constants près, 


ù 1 1 
CENTRES ie) me Le 


d’où l’on déduit l'intégrale 
Pl, ¢, 
ose 1 
Cette intégrale est aussi celle de l’équation en 9’, écrite 
p'+(i—p?)L'=o. 


La relation entre L et L, se déduira alors de l’équation différentielle 


dL 
aera —=L—pL;, 


i l’on doit ] xpression Le c’est-à-dire de 

où l’on doit remplacer p par son expres eat? ! 
l'équation 
‘ | eo 0er. 


‘want, Vice 


Nous ne savons sous quelle forme M. F. Siacci a intégré cette 
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équation, si tant est qu'il l'ait intégrée. D’après notre théorie, on 
parviendra à la solution de la manière suivante. 

Supposons la partie réelle de L, positive; le produit L,e* a sa partie 
réelle négative quand on suppose vtrès grand en module, son argument 


étant égal à + - On aura donc une période P de l'intégrale [ES dv en 
prenant 
“(tt + p) Li Le 


crate “4 


P= 


où la partie sous le signe [ se déduit de K, en posant ¢ =i et où 


l'intégrale est une intégrale rectiligne ordinaire. 

Le quotient de P par un des résidus déjà obtenus, où l’on rempla- 
cera 9 par son expression en L, égalé à une constante arbitraire, 
donnera la relation entre L et L,. 

La nature transcendante de P apparaitra par l’étude du cas où Let L, 
sont reels, L, étant toujours positif. 

On trouve alors immédiatement 


æ 1 
2 a ple dt 
=P=pf cosLte ?* aurea ps tsinLte ? 
2 A 1+t +e) 


et les deux intégrales du second membre peuvent se développer en 
série convergente suivant les puissances croissantes de L ('). 
Nous obtenons ainsi 


=P “Dore LS 


æ 1 = 
o,=[ | grate pay : 
dG 1+ €? 


Passons au calcul de ®, : On a, sans difficulté, 


æ Tw ; ; a 
®,+ ®,_,= f CRUE ah! dt - r(n : à (7 ) É 
»% : 21 L, 


a} | 


en posant 


et l'on conclut de la suite d’égalités analogues, en tenant compte de la 


(1) La convergence aura lieu pour li — | < 1, ainsi qu'on le voit en cherchant la limite 
de ®, : Ph- 1e À 
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relation fondamentale 


T(z+1)=:T(:)  etde r(z) 
(—1}-1 +0=4/ 7 als da sh ue. 
3 ; al; L, L? F 


Le 
avec 


Pour calculer ®,, on observera que 


» Ps oo 1 
Wao ef gees) dt 
0 


1+ 0 
donne 
° 3 © 1 A 1 = - 
CAL [ mae he | aes d=-se"f im dt 
OL, 236 2 ds ’ 
et comme 
{1 
Pics 
2 ee 68 I yee (+) = 
eek i ye f ne “da —— =\/ 
cs V2L,.0 2L, aL,’ 
on a simplement 
ov, I — il x 
=—-e See 
OL, 2 2L, 


Mais la fonction W, se réduit pour L,=oa 


S20. Bae 3 
f Lp ia) 
on a donc explicitement 


24 L, SET dL 
mer -t/2f gi dl, 
2 2 0 aVL: 


L'intégrale qui subsiste ne peut s'exprimer à l’aide d'éléments plus 
simples. II suffit en effet de poser L, = 2 x? pour obtenir 


PORTES A je 33 
‘ he te —2* dx — V2 À I 
f e VE af e z=y2A(x) 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Mars 1920. 
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où À (a) est manifestement une transcendante nouvelle. 
Ainsi, on peut écrire 


1 1 7 
®,= th _yee"a(y/E). 


L’expression de la période P sera par suite 


D L? an I 1.3 a 1323s) (aa2—8) 
SA e+ TT) + tO LS 


ra , 


et l’on peut remplacer le coefficient de ®, par une expression finie 
~p(eb-+ eL)+(el— et), 


On a donc, dans l’expression de P, une partie 


È 


me at D «4 PY — eA). 
2 


Fig. 3. 


où l’on reconnaît le produit par = de la différence des résidus de la 
fonction 


(¢ + p) Lot ile 
(1) 


pour les pôles +1 et —1. 
En considérant l’origine première de la période P comme intégrale 
définie, on voit aisément que la partie restante représentera une somme 
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de deux intégrales analogues prises suivant deux lignes allant de 
l'infini à l'infini dans une direction convenable qu’on pourrait peut- 
être obtenir directement. 


Dernière Note de M. Stacci. — Dans sa dernière Note, M. F. Siacci 
indique deux nouveaux cas, qu’on place aisément parmi ceux que 


nous avons signalés. 


Le dernier, où le multiplicateur K de dy — (+ 


= ) du a la forme 
RY 


(vy i 3) (0) 8(o— aye 
a déjà été étudié à propos de la forme III de d’Alembert. 
Si nous écrivons l’équation de l’hodographe 


dy Sy enti a 


du — u(r ip). 
on a dans le premier de ces cas 
p—AuVic+u+B(c+u?), 


et l’on peut observer tout de suite que le changement deuen u Ve permet 
de prendre c — 1, puisque A désigne une constante arbitraire. 
En posant alors, avec M. Siacci, 


 yatui 
RTE Re 


on peut donner à l'équation à intégrer la forme différentielle exacte 


y dy L dv "+ 
y?(B?—1) + 2Ay+1 ce ({i—s?)(B— 5) FA 


dont l'intégration est évidente. 
Nous remarquons qu'avec 


ÉD 
rer) 


aes —2du +1) ds: 
y y= ape + (at (B— (B—e)® 


le coefficient de dy dans la forme intégrable de l'équation à variables 
wi, 


ona 
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séparées est donc, en tenant compte de l'expression de p, 


etes Ge) 
Hp ar he DT TER EU ES 
( 0) (1 f ) (Boojteaay/Aar+ (as) en 


QE ded 2 1 


ri he (1— vi) | (p se + 2 (Bp—1) x | 


On conclut de là que le multiplicateur K qui rend 


r— 9?)\ du 
K [de aa dt 


différentielle exacte est de la forme 


nak a(v +p) 
Etre dore A) 


Il gardera également cette forme pour l'équation canonique 


1— 6° 
dv — (==) au = 0, 
ser 


et nous avons vu que, dans ce cas, les éléments 0, 9, b,, b, sont donnés 
par les équations 


ER o’ — ( 2— 1) NT, AUS 
oe De UE hap Grp)’ 
, tee 6} y __1— bi 


Dit p- 2 by +p 


D'après notre théorie, on les intègre par les formules 


pa? lite) gat (=e) 
a (1—b,)(1— by) — 2p by) by? 
B (4+) (b:+p) 


i=" — (ae Ones Let. FENTE ent NU 


sug, 
où les constantes P, Q, B,, B, sont liées par la relation 


P+Q+B,+B,=0 
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qui exprime que, dans l’expression 


P B : 
K = —+ Q + L ei set Sy: 
v—1 P +1 py — bh, 0 — b, 


le coefficient de +* disparait au numérateur, ou encore que la somme 
des résidus de K est nulle. 

En ajoutant une constante à u, on modifie C et, d’après la manière 
dont sintervient dans les formules précédentes, les rapports de P, Q, B, 
à l’une de ces quantités sont seuls essentiels. Ainsi l'expression de p 
ne dépendra que de deux constantes essentielles. 

Les deux premières équations, mises sous forme entière en b,, b,, 
donnent immédiatement 


4\ Q P 
Tue, 


Nous poserons, en tenant compte des remarques faites, 


(ees N'ES r(G—r)=—"8 
=: (Gr)? Dank) fe cure 


de facon a écrire simplement 
b, + b,=20(p —B), 1+ 6,6,=2¢(Bp —1). 
On a d'autre part, en ajoutant les deux dernières relations, 


b.+0 bi + 
Gr 6,)(Br— By) =o [ EEE + EI, 


qui s'écrit encore 
(by + be) (616, —1) + OL (br + bi )— 2 (bib: +1) 


War bad (Ba Bula? (5,0; -+1)?— (6, + Oy) 


Le dénominateur du second membre se réduit à 
4o?(B?—1)(p? —1)5 


le numérateur correspondant est 


(1—p°) [4c?(B —p) + 4cB]; 
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= ones. 


on a donc simplement 


c(p—B)—B __o(p—B)— B 


GER HER) D 


d’où l’on conclut entre ¢ et p la relation entière 
€ 
4a*(p —B)*— 7.[a(p —B) — B= 80(Bp —1) —4 
= 85B(p— B) + 8c(B*—1)—4 
ou encore 
J 


(4 — G3) le(p—B) — BP + B'(Be +4) =o. 


Ainsi on a, définitivement, 


2DB 
o(p —B)— B= RD 


C’est bien l'expression de M. F. Siacci où A= ae 


vi—4* 


Paris, 14 février 1917. 


SUR LES 


TRANSFORMATIONS DE QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES 


AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE; 


Par M. Jean CLAIÏIRIN. 


Dans ce travail (') j’emploierai les notations de Monge: æet y étant 
deux variables indépendantes et z une fonction de ces variables, les 
dérivées premières 9, 9 sont représentées par p et g, les dérivées 

dx Oy 4 
Os. O25. Os 

secondes 5» Ja dy” aps Par ris, t. Les lettres z, p, 9,7, 5, t affectées 
d'indices désigneront de mème une fonction de x et y ainsi que ses 
dérivées partielles des deux premiers ordres. En outre, X et Y repré- 
senteront toujours deux fonctions dépendant la première de a, la 
seconde de y seulement. Lorsqu'il y aura lieu de considérer simultané- 
ment plusieurs fonctions analogues, nous ajouterons un indice à côté 
des lettres X, Y, les accents indiquant toujours la dérivation. Les 
équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre que nous 
étudierons seront constamment supposées ne contenir nir, ni ¢, ni 
terme indépendant de 3 et de ses dérivées : ces hypothèses ne 
restreignent pas la généralité. 

D'une équation linéaire on peut déduire deux nouvelles équations 
également linéaires à l’aide des transformations de Laplace qui sont. 


les seules transformations de Bäcklund de première espèce que l'on 
i  — — —— 


(1) Ce travail provient des papiers que Clairin a laissés à Lille en 1914 à son départ 
pour la guerre. Ces papiers, maintes fois compulsés par des mains ‘allemandes, ont 
été en 1918 retrouvés en désordre par M™* Clairin et remis pieusement par elle aux 
collègues de son mari à la Faculté des Sciences de Lille. Le dépouillement n'en est pas 
achevé, et peut fournir d'autres travaux. 
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puisse effectuer ('). J'ai indiqué antérieurement (*) toutes les trans- 
formations de Backlund de deuxième espèce qui sont applicables à une 
telle équation, les variables indépendantes n'étant pas changées. Pour 
les transformations de Backlund de troisième espèce, même si les” 
variables indépendantes sont conservées, le problème est plus 
compliqué. J’ai pu déterminer un certain nombre de ces transforma- 
tions en faisant usage des remarques suivantes. 

Une équation linéaire admet toutes les transformations infinitésimales 
de contact ayant pour fonction caractéristique As + (x, y), À dési- 
gnant une constante et (x, y) une intégrale quelconque de l'équation. 
Des changements très simples de fonction inconnue permettent de 
supposer la fonction caractéristique égale à > tant que À est différent 
de zéro et à 1 si À est nul. Je me suis proposé de rechercher toutes les 
transformations (B,) qui puissent s’appliquer à une équation linéaire, 
les intégrales de cette équation qui correspondent à une même intégrale 
de l’équation transformée se déduisant de l’une d’entre elles à l’aide 
des transformations du groupe engendré par la transformation infini- 
tésimale de contact s ou par la transformation infinitésimale 1, c’est- 
a-dire en multipliant cette intégrale par une constante arbitraire ou en 
lui ajoutant une constante arbitraire. 

Ce travail comprend deux Parties : dans la premiere sont étudiées 
les transformations de Backlund qui correspondent ainsi qu’il vient 
d’être dit ala transformation infinitésimale de contact s, dans la seconde 
celles qui correspondent à la transformation t. 


ke 


L’équation linéaire étant supposée mise sous la forme réduite 
(1) S+ a(x, y)p + b(x, y)s=0, 
en remplaçant 3 par e* il vient 


(2) Sot Poot a(x, ¥) Pot b(x, y)==0; 
or pm rem net mm mt oi iy 
(1) Etant donnés deux systèmes d'équations qui définissent deux transformations 
de Backlund, si des transformations de contact permettent de remplacer l'un de ces systèmes 
par l’autre, les deux transformations de Bäcklund sont considérées comme équivalentes. 
(?) Annales de la Faculté de Toulouse, 2° série, L. V, 1903, p. 435. — Bulletin de 
la Société mathématique, t. XXXIIl, 1905, Pp. go. | 
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si s est multipliée par une constante, 3, est augmentée d’une quantité 
constante et réciproquement. Le problème que nous voulons résoudre 
revient donc à la recherche des transformations (B,) applicables à 
l'équation (2) telles que de toute intégrale de la transformée on déduise 
une infinité d’intégrales de (2) différant par une constante additive. 
Une telle transformation qui ne modifie pas les variables indépendantes 
est définie par deux équations qui ne contiennent pas 3, : 


RJ (4; Y> Pos 21)» 
Qi PT, Ys Go 51). 


En écrivant que / et 9 satisfont à la condition d’intégrabilité on 


trouve 
of 09 ANR a9 of #3 
(54 - ae Tr oF dy Oz a7 02, L ee 


cette équation est identique à (2) si l’on a 


0 
(3) Q(x, Y¥, Pos Jor 51) = ( (Pete + apte b)(52 — SL 
qo Po 
ROA id SPO MAE A 
dy de * ? ds, Van —° 
On déduit de la 
AQ 0? 
RSR) ee Do 
(4) JP (PoJot+ Po + pra se és pu 
09 of A Le 
+ (go+ ere mn) OY OPo TFImda OPo 03 Kis 
~ dQ 9 
09 of) _ Cee NOT "1 GF 
+ po( 52 wer Pe Ox d4» “ Oo 05; 0qo 95, » 
ig 0 0 f 
(6). Op. 0g (Jot 2) 0g? Po Op? 


oy Of. og OF df do 


se dqo & dPo + 09 dPo 051 OP 0q0 05, de, 
di; of me fee d9.. of af do 


v ari, Pap og Ga. aman, Ont So © 


(8) 
NQ do Pf af 0» 
(9) Op} 993 0q5 09; Op) 93, Op} Og? 05, 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Avnit 1920. 


dQ dy do Of df do 
dp. ogi — Ge) +950 + DE 3p, 9 — In MID 


= 0, 
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Ecartons d’abord le cas où f serait linéaire par rapport à p, ainsi que 
celui où + serait linéaire par rapport à g,, on déduit de la dernière 
équation écrite 


of do dH(a, 9, 51) 
Op. dz, __ Ogi ds, he ds, : 
of — de ~ Ha) 

Ps 095 


H désignant une fonction convenablement choisie des seules variables 
æ, y, z,etl’on trouve en intégrant 


Fr Ys Po3-41) = H(z, Yr 3)£g(x, JV; Po) + m(x, y, 31) Po + n(x, y> 31); 
(2, 5 Jos 51) = MH(x, », 51) 0 (x, ÿ, Jo) + HZ, Hs 1) Jot PCA Y, Su) 


dz , : ‘ 
Prenons | — comme nouvelle fonction inconnue au lieu 
Ts, Ÿs S1 


de z,, on peut écrire les équations de la transformation 


Pr=S( 2s Ys Pos 21) = (2: ¥s Po) + MT, Ys 31) Pot n(&, Ys &), 
Ji = PT, Ys Jos 51) = O(a, y, Jo) + HT, ys 51) Jo P( 2) Jy 31). 


Les lettres m, n, u., p ne représentent plus les mêmes fonctions que 
précédemment, nous les conservons cependant pour ne pas compliquer 
outre mesure l’écriture, de même que nous désignons encore par 3, la 
nouvelle fonction inconnue. Nous ferons plusieurs fois de méme dans 
la suite de ce travail. 

Écrivons que les expressions trouvées pour / et 9 satisfont à la 
condition (7), il vient 

8 CR 
ACES, (ee 

Cette équation montre d’abord que u(x, y, 3,) est une fonction 

linéaire de z, 


m=—a(æ, y)s,— Bla, y) 
et l’on doit avoir 
eg Og 
Poms = (a — DE 


On tire de là si «(æ, y) est nulle 


8(2, 1 Po) = (x, y) Log pe, 
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sia est égale à un 
EE, Pa) = C4) Po Log Po, 


et dans tous les autres cas 
&(2, 7, Po) =y(2%, Y) Po» 


en négligeant d’écrire une fonction linéaire de p,, ce qui est permis 
puisque nous cherchons à déterminer f qui s’obtient précisément en 
ajoutant à g une fonction linéaire de py. 

Examinons en premier lieu le cas où a(«, y) n’est égale niào ni 
‘à 1, les équations de la transformation sont 


Prx=S( 2, Y} Pos 31) = ya, ¥) ps + mx, y, 4)Po+n(x, Ys 5), 
Gr= O25 Ns Jos 31) = (L,Y Jo) —[a(x, 9") 51+ B( 2, Y)]ge + plas Ys 51). 


Un changement trés simple de fonction inconnue permet toujours 
de revenir au cas où y(a, y) est égale à l’unité et où B(x, y) est 
nulle. On peut alors écrire l’équation (6) 

0:0 08 
(10) [qo+ a(2, ¥)] 3 Home dE: 
0 
00 om 
+[a(x,y)—1]m(x, y, )+ Ee —«(z, na] =; 


d’où l’on déduit en dérivant par rapport a 5, 


09 asi) = Ge +4 
te a ee TN 


On tire facilement de cette derniére équation 
m(x, y, 1) =— alas 7) E(w, >) 
puis en portant dans (10) et en intégrant, il vient 
O(a, », Jo) = O(a. ¥) (Got a)*— EC, ¥) Gos 


si nous négligeons un terme indépendant de q,, ce qui est permis à 
condition de modifier la fonction p(æ, y, 3,)- En ajoutant encore a s, 
une fonction convenable de x et y, on revient au cas ou E(x, y) est 
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nulle et les équations de la transformation sont — 


Pi=Î(2; }; Pos 5,)= pp? — a Poz + R(X, y, 31); 
qi= O(2, Ys Gos 21) = 6x, Y)(qo+ a) — ago + p(æ, J 51). 


Remplacons maintenant f et par ces expressions dans (3), nous 
trouvons après réductions 


a) 0 
(11) bat(go+ a)*!—(apy+ b)apa + D Logp,— Jy Pet 


On a _, da 
+ dy — PA Es a)* + aC(qo+ a)* ae 


d dx 0 
= C5 (+ a)*Log(go+a) + JD < — Ap Po + and, 


4 r) 
= 0 ge LS(go+ a) — œ4qo 1 + p]— SE [p§ — aposi+n]= 0. 
pi 51 
rahe da da ; BPs ‘ Lattes 
Les dérivées on oy doivent évidemment être nulles, c'est-à-dire 


que « doit se réduire à une constante. Supposons qu’il en soit ainsi, 
le premier membre de l'égalité précédente contient des termes 
en p*, p*-', p qui ne sont pas semblables tant que « n’est pas égale 
à 2. Ecartons d’abord ce cas et écrivons que les coefficients des termes 
en py —', (99+ @)*~' sont nuls, c’est-à-dire que l’on a 


\ 
at(b— 52) =o, eb SO 


Ces égalités expriment que les invariants de l’équation (1) sont nuls, 
c'est-à-dire qu’en augmentant s, d'une fonction convenablement 
choisie de x et y, l'équation (2) se réduit à 


So + PoJo= 9, 


a et b étant nuls. Remplacons donc a et b par zéro dans (11) : 


EN LES) ae Oe - 


dy 06760 Gn : *PPET ange 


On à 
+ gg, [678 aqs+p]— Fe pi — oper + n] =o. 


we 
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En écrivant les conditions qui résultent de cette égalité on trouve 
; dp ef 5p * : L 2 à 
4 az, PP PE =o, 
donc p est nulle. On a ensuite 
Dm MO CE 
~* dz, oH 02, dx? 
d’où 
0 Loge — 
smo. Sis 
Enfin on trouve 
on __d'Log£ __ N 
djs. ae dy: oe -| 
ou 
Ex, y) = XY, 


ce qui permet d’écrire les équations de la transformation 


1 
Pi = PS — XPo 51 + 


x 
9i = XY g% — ago 341. 


Remplaçons z, par Xz, et prenons comme deuxième variable indé- 


1 
pendante, au lieu de y, bee? ces équations deviennent 


P1 = Po — &Po%1; 

1 = 79 — %Fo51- 
LA eB + > Me af ae | 
Définissons 3, par l’égalité 


= — -1-—« 
S#1— 42 5 


remplaçons dans les équations de la transformation z, par cette valeur, 
p, et q, par leurs expressions en fonction de 2,, p,, 4:, nous avons 


(13) (1— a) p2= (Po22)*— a pos, 


(1 — 4)92= (do72)* — %Go32- 


‘ 


Il est aisé de trouver l’équation à laquelle satisfait z, : les deux 
dernières équations donnent 


Po 52 — (Pe), Jo%2= B92). 
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En écrivant que les expressions trouvées pour p, et 7, satisfont à la 
condition d’intégrabilité, il vient | 


ap, dq: 


Si nous remplacons dans les équations (13) pyz, et g9 32 respective- 


ment par w et & et si nous dérivons, nous trouvons 


dw I— a 1 1— ray 


Me 3 ie os a 
dps a Ok, a eae) ages 
du i1—¢ 1 ase @ - 1.6 

aq, a. WI ek sn, 2¢,— 


et l’équation (14) devient, après quelques simplifications, 


32S, = &[ ps — w (pe) ] [92—@(92)]} 
ou encore . 


(15) 3282 1 (P2)@1 (92) 
en posant 

o1(p2)=Va[P:—o(p2)] (42) =Valg:-®(4)], 
w,(p:) et &,(g:) satisfaisant d’ailleurs aux conditions 


dw, = a+1 Ps dw, a+t CA 
(16) — = —— — . re 
dp, Va 


O(P2) = qn Jes (92) 


L’équation (15) que nous venons d’obtenir dérive, d’aprés ce qui 
précede, de j 
$= 0 

par la transformation 


(1a) py= (es) - ai, 


4 
- 


(i— 2) n= (H)"— rp aes 


comme on le voit en remplaçant dans (13) p, et g, par £ et Z ainsi qu'il 


résulte évidemment de la relation entre s et z,. Cette équation (15)a 


PE CS 


en eee — 


— 
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été intégrée par M. Goursat ('). Nous remarquerons encore que dans 
le second membre des équations (16) le terme constant peut prendre 
toutes les valeurs différentes de 2, « n’étant égal ni à o ni à 1. 

Les conditions que nous avons écrites pour exprimer que les 
fonctions a, b, a, C, n, p satisfont à l'équation (11) sont toujours 
suffisantes, mais elles ne sont pas nécessaires si « est égale à 2. Ilya 
donc lieu d'examiner ce qui se passe dans ce cas particulier; nous 
reviendrons un peu plus loin là-dessus, nous supposerons d’abord que 
la constante « prenne les valeurs o ou 1, les résultats que nous obtien- 
drons présentant de très grandes analogies avec celui qui vient d’être 
‘établi. 

Nous avons vu que sia est égaleàoona 

Pi=f(æ, #Y Pol 2) = Logp, + m(x, »'; S1)Po+n(æ, y; 51), 
gi =O(2, Jr Hos 51) — (x, ÿ; Jo) + Ps 51); 


la fonction désignée plus haut par 6 pouvant être supposée nulle sans 
restreindre la généralité, de même que la fonction y peut être remplacée 
par l’unité. 

La condition (6) s’écrit alors 


d°0 0 00 
atial rs + (5 +1) 5 — M(x, y, )=9 


En différentiant par rapport aq, et =, on trouve facilement que m 
doit dépendre de x et y seulement, puis en intégrant il vient 


O(a, y, Go) = Ex, y) Logl got az, y)]+ m2, )q0 
Remplacons dans (3) fet9 par les expressions ainsi trouvées, après 
quelques réductions il reste 


b bt om on” 0& 
D, (a a) + EPo+ aire EL AU PE Tan -08 (90 + a) 


Liew lice AE 


à 
Etre TR = Fa ae 55 LS Lowel got 2) + mate] 


= se [Log po+ M Pot n]= oo. 
Sy 
ae  —— 


(1) Annales de la Faculté de Toulouse, »° série, L. 1, 1899, p- 47- 
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On voit immédiatement que b et ce doivent être nuls, c'est-à-dire 


que a et b peuvent être remplacées par zéro, comme il a été expliqué; 
les autres conditions s’écrivent 


par on Ont? om . 
Pr re rate dr ET 
O78 say DE nang EE ig, 22 
Ox Oz, a ed dy Pos, ox 


On peut augmenter s, d’une fonction de æ et de y sans changer la 
forme de fet 9 et l’on revient ainsi au cas où p est nulle. La dernière 
équation montre alors que 7 est une fonction de x et 3, seulement : 
d’après l'équation 

On 8 
dz, ax 


on aura 
F 
Em) = XV, | az, = ss 


en négligeant d'ajouter à l'expression trouvée pour » une fonction de x 
que l’on peut toujours faire disparaitre en changeant encore 3,. Enfin 
les équations non employées jusqu'ici donnent 


m——XY + X,, 


X et X, étant liées par la relation 


()+x= 
X. BS nes 


La transformation est donc définie par les équations 
Xpi— X'z I X 
ee DA = X Log p, + ( eg" Y) Po 
+ = Y'Logg,+ (% — Y) 40: 


Faisons un changement de variables en prenant + et Y pour nou- 
velles variables indépendantes et 


LogX 3 x 
ttle def LogY'dy— (tv) Log( 5 —Y) 


Al A 


Etre 


ATEN TON 
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pour nouvelle fonction inconnue, des calculs faciles montrent que les 
équations précédentes deviennent, si l’on remplace en outre z, par logz, 


pie Log | 0e] - EDP, 
(17) 3 3 

tas | rep eels 

gi = Log] 20e | - Gere, 


z est une intégrale de l'équation 
5 =O. 
En résolvant les équations (17), il vient 
ee +y)2 =0(pr), (e+ y)f=a(q), 


w et & satisfaisant aux égalités 


que l’on déduit immédiatement de (17) en dérivant. 
ll suffit d'écrire que p et g satisfont à la condition d’intégrabilité et 
de tenir compte des dernières relations pour arriver à l'équation 


(18) (a@+y)=[t—(p,)][1—3(n)] = oo (Pr) (qi). 


si l’on pose 
1—(p,) = (pr). 1—0(7)=D(). 


On déduit du reste sans difficulté des équations (17) 
6) (Pi) = 1 + ePs—Oups), D (di ) = I + el ilqa) | 


et l'on voit que l’équation (18) définie par la transformation (17) est 
encore une équation étudiée par M. Goursat dans le Mémoire cité 
plus haut. 


-_——_ > 000 a — 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIT. — AYRIL 1920. 14 


Winn 
| mend iirhet nets 
Leap orn bine he 
27° slit wah of Toe » wal ob 


t j RU * 
A + .: 

veux vote aa 

: 1 4 


MJ Hub » ah: RAT sd bte D on 


LL ag : = Taq ae g 2 Fa 
… 4 aa | ee 
TUE »y if ein OT 4 164 tarte sh AnD, ae! roped aap No ? st vr: 


iid sr tt a mama hues tell Bie 7 warhead h 4 Lu) 


SUR LES INVARIANTS DES CARACTERISTIQUES 


DES 


EQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES (1); 


Par M. Jean CLAIRIN. - 


(Rédigé par M. E. GAU.) 


Un invariant d’un systéme de caractéristiques d’une équation aux 
dérivées partielles du second ordre est une fonction U(a, y, =, 
Ps Gr. Pinsar Pon) aul gardeaine valeur constante, quand on se 
déplace sur une surface intégrale quelconque de l’équation donnée, 
le long d’une caractéristique de ce système. 

La méthode de Darboux, pour l'intégration de l'équation, se 
ramène, au fond, à la recherche de ces invariants et, à ce point de vue, 
il est très important de connaître leur forme. M. Goursat, dans ses 
Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du second 
ordre, et, après lui, M. Gau, dans son Mémoire : Sur l'intégration des 
équations aux dérivées partielles du second ordre par la méthode de 
M. Darboux (Journal de Math. pures et appl., 1911), se sont occupés 
de cette question; la présente Note a pour objet d'indiquer, dans le 
cas général, la forme du dénominateur de l'invariant d'ordre le plus 
a ee 

(1) Les résultats contenus dans cet article ont été indiqués sans démonstration dans 
une Note des Comptes rendus de l'Académie des Sciences (1. 156, p. 760-762), portant 


le même titre. 
Les pages qui suivent ont été rédigées d’après des notes diverses trouvées dans les 


papiers de M. Clairin; ces papiers ont été laissés dans le plus grand désordre par les 
Allemands qui occupérent Lille et beaucoup ont disparu. 

C’est ainsi que la démonstration de quelques-unes des propositions, heureusement les 
moins importantes, énoncées dans la Note citée, n’a pu être retrouvée. 


8: 
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petit, en supposant toutefois que cet ordre est supérieur à 3 et que 
l'équation a ses caractéristiques distinctes. On a adopté les notations 
habituelles. 

1. Soit une équation du second ordre 
(1) PAL (Lys 5) Ps Jr 5, £) = 0; 


désignons par m et u les racines supposées distinctes de l'équation 
qui détermine les caractéristiques 


Oa i de 
M? — LME = 


Dans le Mémoire cité ci-dessus, M. Gau a démontré (') que tout 
invariant d'ordre n, pour le système de caractéristiques 1 par 


os € V 
exemple, peut s’écrire sous la forme —» en posant 


V = Pi,n—1 =F M Pon u(x, y, 3, .. +> Pisn—as Pon 1) 
v= (x, Fy; Sy ee ey Pryk—iy Po,x) (KL n). 


Si l’on se déplace sur une caractéristique y, on aura donc 
(AM à À tot. 1 
dx ()= 


Sie 
aS =(An+B)V, 


or, on sait que l’on a (?) 


ou A et B sont des expressions développées plus loin et qui ne 
dépendent que des dérivées d’ordre inférieur ou au plus égal à 3; par 
suite, on aura Med 
(2) = (AR + Bye, 

C’est de cette équation que nous allons déduire des conditions 
nécessaires pour la forme de ». Toutefois il sera plus commode, pour 


Se 


(1) Mémoire cité, p. 139. 
(2) Zbid., p. 135, 
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la suite, d'étudier cette équation sous la forme à peine différente 


(3) a 


7 = (Aa +BB)p, 
où nous considérerons « et 8 comme des constantes quelconques. 
Remarquons tout d’abord que, si l’on fait dans cette relation 
a =8=o, celle-ci exprime alors que ¢ est un invariant; d’après 
Vhypothése faite, une pareille relation ne pourra être vérifiée par une 
fonction d’ordre inférieur à w que si celle-ci se réduit identiquement 
à une constante. 
Développons l’équation (3), il vient 


ov ov ov 
($+ Hse) (p+ Ba) St sti i gan dr her 


(4 


+ (Pi,k-1 + B Po,k) 


hei (Pa,k—1 + BP Pik) 


OPo,k ee k-41 
+ (Pi,k + Perks) go — =(Aa+B6)o 
Or on a(‘) 
d" 
Pan=— (M+ B)Pin+1— MB Pons2 — (2) 
avec 


(ge 


dy" ) = M,pi,n + Nn Po,n-+1 + Jn. 


La condition (3) peut donc s’écrire, apres quelques réductions, 


a al A | “+ 

/ us PES 

(4) (55 +- po +| M ( Ps k++ LPo,k) — (Te dy* :) Sr ca 

} ; di— Te 

dps + — M( P:,k + BPo,k+i)— dy a) so de 


Ww 
+ (Pint HPo,k+1) a : = (Aa + BB)pr. 


+ (Pi,k-1+ B Pox) 


Dans les formules précédentes, on a 


Mod CICR) of _ [dmp of 
Myx n[ ee | N=n| dy hi » 


APT 
del ys Le TS pag fe Waa A 
a=-[ À], Bas dS] + Ea 


Pop. aq)’ 
-(1) Foir Gav, Mémoire cité, p. 130. 
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J, ne dépend pas des dérivées d’ordre supérieur à 7. On vérifie faci- 
lement l’identité 


“a 
(3) [Tl+e 


qui sera utilisée plus loin. 


FA + mMsi—Ni=(m—p)[Ak + B+ Me-s] 


2. Considérons donc la relation (4) et supposons tout d’abord 
k> 3; le second membre ne contient pas alors de dérivées d’ordre 
supérieur à # et l’on doit avoir, par suite, 


ov as ov 
OPo,k OPi,k-1 


Si l’on pose N = Pis: po, ON aura donc 
0 = (2, J, 5,3 Pi,k-2s Po,k-1s 1) 

et la condition (4) devient, en tenant compte de l'identité (>), 

dv av dkf\] de 
(ae + Hay) t+ (mamie ms()] 

ov 
in ———— 1 
[n+ (2—m) pox] nad 


0 » 
+ S[(m—p)(AK-+ B+ M) pos— Me de] = (A+ BB)e. 


En écrivant que cette relation a lieu identiquement par rapport 
à Pox, on obtient le système 


LAIT dr ov 
— — (A4 LAN 
dPo,k-1 dk OP1,K--2 ( ae B ate M,_,) on Oo, 


(6) (x =) = (F4) 
dx * Py) * des] Op. aa 


— 5 [n(Ak-+B)— Jus] = (Aa + BB) 


et ce système est équivalent à la condition (3). 

5 Cela posé, dérivons par rapport a n les identités (6) et posons 
Vv , , . 

on aid en réunissant au second membre tous les termes en ¢; on 

obtient ainsi deux nouvelles relations, que nous désignerons par (7); 
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et qui ont respectivement les mêmes premiers membres que (6), à 


cela près que ¢ est remplacé par ¢’; quant aux seconds membres, ils 
sont : o, pour la première et | 


(7) (Axa+BB+Ak+B)e 
pour la deuxième. 
! 
Répétons l'opération en posant ="; on obtient un système (8) 


de même forme, qui ne diffère du précédent que par le second 
membre de la deuxième équation 


(8) (Aa+ BB+ 2Ak + 2B)p¢". 


Divisons maintenant les équations de ces systèmes par 9, 0’, 9” res- 
pectivement, puis multiplions-les respectivement par +1, — 2, +1, 
et ajoutons les équations qui se correspondent dans les trois systèmes; 
en posant 9 — loge — 2 loge’ + logy’, il vient 


09 06 00 
$e pi pe ont height 
(9) OPo,k-1 Te er + ie Wate’ lan é 
09 00 dest 09 00 
— — LT NE SN ES ee a 14 B) —J,_,J=o0. 
($ +p> | se) Ps FA de +B)—J;,]—=0 


Or, c’est là un système de la forme (6), et par conséquent équivalent 
à la relation (3), mais avec « = 8 =o. D’après la remarque faite, 9, et, 


: ve" is 
par suite, —; , est donc une constante; désignons cette constante par 


(12-86), on a 


d’où, en intégrant, 


On en tire-pour ¢ les formes suivantes, suivant que ¢ est différent 
ou non de zéro : 
(Li 9 = H(a + H)r, 
(II) ¢elntt 


H et H, étant des fonctions de x, y, 3, ..., Pins Porte 
& x 
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3. Étudions la forme (I) et portons pour cela cette expression de ¢ 
dans la relation (3); il vient 


(10) ey yt Hin Hy SEED (Aa + BB) H(n + Hi); 


on sait d’ailleurs que l’équation » =o et, par suite, 


Pika + MPo,k + H,= 0, 


forme un système en involution avec l’équation proposée (1). On a 


donc (') rie cata 


Ft = (Ak + B)(n + Hi), 


et l'équation (10) peut s’écrire 


(1) D = [A(x — ky) + B(B— PIB, 


qui est de la forme (3) et à laquelle on peut appliquer les mêmes 
conclusions. 11 faut remarquer que cette équation peut être vérifiée 
pour 


B=y=7 et H — const. 


4. Etudions maintenant la forme (11); si l’on porte cette expression 
dans les équations (6), on obtient, en annulant les coefficients de y 
dans les deux équations, 

oH oH 


m 0, 


Po,k-1 Op,,#-2 : 


oH att) df. OH _,., 
(Stes + (FEA) po = (Ak BDH, 


et il est facile de voir que ces deux relations entrainent l'identité 
Cia) | (Ak + BH 


qui est encore de la forme (3); mais ici cette condition ne peut étre 
ee Sea aT POE CURES OF Et Leen ee ee eT 
(1) Foir Gau, Mémoire cité, p. 135. 
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vérifiée en général pour H = const. ; il faudrait pour cela que (A+B) 
fat nul : on verra plus loin que ceci n’est possible que pour certaines 
équations (1) spéciales, linéaires en r, s, ¢, les caractéristiques fx 
étant alors de premier ordre. 


9. On voit que la fonction H, qui figure dans les deux expressions 
trouvées pour ¢, satisfait elle-même à une équation de la forme (3). 
On peut donc l’étudier à son tour comme la fonction ¢ et lui appliquer 
les résultats précédents. 

Or on sait (') qu’il ne peut exister, en raison des hypotheses faites, 
trois fonctions d’ordre inférieur à 7, ne se réduisant pas à une cons- 
tante, et satisfaisant à une relation de la forme (3), sans quoi l’on 
pourrait former facilement un invariant d'ordre inférieur a n. 

Soit donc / l’ordre le plus élevé des dérivées qui figurent dans H, 
et posons p, »_1 + Mon = 5; si k > 3, H aura l’une des formes 

H=LE TEL) lou Hes; 
L se réduisant alors à une constante; la seconde forme n’est, par con- 
séquent, possible que par les équations particulières dont il a été 
question au paragraphe précédent; en général, la premiére forme est 
seule possible pour H, et il est évident qu’on peut y prendre la cons- 


tante L égale à l’unité. 
La forme (1) de v ne donnera donc, en général, naissance qu’à 


(1) - e=(E+L,)°(n + Hi), 


si À > 3; dans les mêmes conditions, nous allons voir que la forme (II) 
conduit à une impossibilité. En effet, si l’on a 


c= ene. 


H satisfait à Il’équation (12), qui est de la forme (3) en faisant 
a =k, B=1. Si l'on avait A > 3, on serait conduit à 


H=L(e+L,)%, 


L vérifiant l'équation (11), où l’on a remplacé «, B, #, y par #, 1, A, w, 


(1) Foir Gau, Mémoire cité, p. 136. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — AVRIL 1920. 15 
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respectivement; L étant constant, on devrait done avoir 


l= & is 
h 


ce qui est impossible, A étant au plus égal à (4 — 1). 


6. En résumé, nous arrivons aux conclusions suivantes : si l’équa- 
tion (1) n’est pas une des équations particulières étudiées au para- 
graphe suivant, le dénominateur ¢ de l’invariant d’ordre le plus petit, 
quand celui-ci est supérieur à 3, a nécessairement l’une des formes 


suivantes : 
C= (zy, 3, PS: Pis, Go); 
e==H(n+H,)¥  (AS3), 
eo ete (AZ 3); 


e=(§+L,)°(n+ Hy). 


7. Les résultats précédents ne s’appliquent pas entièrement, comme 
on l’a vu, aux équations telles que l’on puisse avoir, pour une certaine 
valeur de &, 


; à Ak+B—=o, 
c'est-à-dire 
dm dm | af invefré le dp. 
(13) EE CE 
Or,ona 
(= + POL ¢ Toe 
dx} 0x Os SD S 09 
om d d 
= [om +H) Pas + MH Po. + (#)| + Phas 
dm | om om om dm om om 
z= dy Vas Op ‘og Pit gs + Poa gr 
et un développement analogue pour Eat 
LY 
En annulant les coefficients de p,.. et p,:, on a 
: 0 om om 
ye a anda dee 
ER ARR pn) ER eS NS 


(14) 


(k—=1) (um) E = (& an), 


Wt 4 as 


one 
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d’où l’on tire, puisqu’on a supposé um et k>3, 
Ou Op 
re oe 
Les caractéristiques pe sont alors du premier ordre (') et, si = n’est 


pas nul, l’équation (1) résulte de l’élimination de u entre 


r+psS+ O(2,Y, 2, P,7, 2) =, 


Stpt+ (2, y, 5, p,q, B)=0; 
d’où l’on tire 
+ — 
M —— Sa 
sh SE 
Op 
et, par conséquent, 
0 
Om —1 Om Op Om __ ‘an Om Op 
Os’ ov Op os’ 0b ( ayer Ot? 
t+ — t =k 
Op Op. 


en portant ces valeurs dans l’une des équations (14), on obtient 


. om ; à ‘ ex 
mais On se tire directement de la valeur de m, et l’on arrive ainsi a 


l’égalité suivante, qui doit avoir lieu identiquement : 


A ae) a. =) — al PAL 
(k= (4458) = (rend) (er on) 
cette identité est impossible, le seul terme-en £? ayant un coefficient 
déjà supposé différent de o. 
Donc on aura 
ST TE 
ds dt 


es Lote a 
(1) Gau, Sur la détermination des caractéristiques, etc. (Annales de l'Université de 
Grenoble, t. XXX, 1918, p. 302). 
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et les équations (14) se réduisent à 


un calcul tout analogue au précédent montre alors que l'on doit avoir 


sere 2 À 
FUEL] 2 5 


et l'équation (1) doit être de la forme 
(15) r+(m+p)s+mut+M(x,y,:,p,q)—=0; 


mais cette condition n’est pas suffisante; en revenant à l'identité (13), 
on en déduit plusieurs autres et, en particulier, la suivante : 


Op Op. 
0 —* Op 


On voit ainsi que ces équations forment une catégorie très particu- 
lière, mais il semble difficile d’expliciter complètement leur forme. 
Pour de telles équations, le dénominateur ¢ de l’invariant sera suscep- 
tible de formes plus variées et dont il est d’ailleurs facile de former le 
tableau au moyen des résultats obtenus dans les paragraphes 2, 3 et 4. 


8. Il resterait à étudier le cas écarté dès le début où le dénomina- 
teur de l’invariant est d'ordre #< 3. 

En partant toujours de l'identité fondamentale (3), on voit aisé- 
ment que : 

Si k=1, l'équation (1) est nécessairement de la forme (15); 

Si # = 2, les caractéristiques sont nécessairement du premier 
ordre; ces conditions ne sont pas d’ailleurs suffisantes. Le cas k = 3 
conduit à des résultats plus compliqués et difficiles à interpréter. 


SUR LES 


COURBES A TORSION CONSTANTE 


(SUITE ) ; 


Par M. Bertrann GAMBIER, 


Professeur à la Faculté des Sciences de Rennes. 


CHAPITRE V. 


COURBES ALGEBRIQUES DE GENRE NON NUL, IMAGINAIRES ET REELLES. 


1. Je vais donner deux exemples précis de courbes algébriques de 
genre non nul. Le premier se compose de courbes toutes imaginaires ; 
grace au paraboloide, nous savons l’intérét de ces courbes imagi- 
naires. 

Quelques explications préliminaires éviteront de juger cet exemple 
comme artificiel. 

Nous savons que toute courbe algébrique (15) tracée sur la sphère 
de rayon 1 conduit à une courbe unique (4) à torsion constante, en 
négligeant les translations. Les coordonnées d’un point ays de cette 
courbe (A) sont trois intégrales abéliennes attachées à une certaine 
courbe plane algébrique d’équation F(&, n) —o; en général, (A) est 
transcendante; chaque point à l'infini de (vw) donne sur (4) une singu- 
larité logarithmique ; pour éviter ces singularités, il faut étudier zsole- 
ment chaque point à l’infini de (w). L'ensemble de ces conditions est 
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nécessaire; mais, sauf dans le cas des courbes unicursales, non suffi- 
sant. Supposons la courbe F de genre g21, chacune des trois inté- 


grales [RE n) dE a 2g périodes cycliques; cela fait un ensemble de 


conditions supplémentaires, en nombre 6g au plus, qui, cette fois, 
font intervenir sémultanément tous les points à l’infini de (1). 

Il est naturel de se demander s’il est possible de trouver une 
courbe (vb) à: laquelle s'associent un nombre fini ou infini de 
courbes (w,) ayant les mêmes points à l'infini que (w), chacun étant 
caractérisé sur (w2) et (1,) par les mêmes entiers p, q, à, les courbes 
(a) et (A, ) étant simultanément algébriques. 

La réponse est affirmative; pour les courbes unicursales, nous en 
connaissons déjà de nombreux exemples : par exemple, les cônes uni- 
cursaux à deux génératrices isotropes conjuguées où chaque cycle a 
pour degré r, classe r et indice 2(A4 +7) : nous avons trouvé une solu- 
tion à A — 1 paramètres. Mais, en réalité, le probleme est posé à propos 
des courbes non unicursales. Je vais en donner un exemple très 
simple. 


2. Je pose 
Ch Ie’ c+ic! 
Tia? ke 4 
— 1—C 


nous avons à étudier les trois intégrales 


da 4 B da Rida 
‘9 Je Je (Bay 


Il est clair que l’équation 


(2) B — x — 


où 0 est une fonction algébrique de « et K une constante, définit, si K 
varie, un ensemble de courbes (vs) ayant toutes les mêmes points à 
l'infini, correspondant aux pôles de 0 et, éventuellement, à la valeur oc 
de a. 


Pour que les trois intégrales (1) soient algébriques quelle que soit 
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la constante K, il faut et il suffit que les intégrales 


(3) [ ea, f Pada, [ e(2da), fea. [ea da) 


soient algébriques. Si nous intégrons par parties, nous pourrons dire 
qu'il faut et suffit que l’on puisse trouver deux fonctions algébriques 
a et 4 d’un paramètre p telles que les intégrales 


(4) fade), ECO) ECO) fac, [aa 


soient algébriques en p. 
On aperçoit immédiatement une solution particulière 


(9) 


6?= 4 p?*+' + 2A, p2?—!+ 9A, p?"-2+...4 2A, 
a= Ap™+aAy p™'+...+Am-ip; 


où A,, Az, ---, Aon sont 2n constantes données et A, À,, …, An 
m constantes inconnues. 

Les trois premiéres intégrales sont manifestement des polynomes 
entiers en p. Si nous posons 


d d 2n—1 d 
(6) b= { À, bye 7. Es | bn f EE, 


les I sont les intégrales de première.et deuxième espèces attachées à la 
courbe (0, p) et les intégrales fa d6, fe dû se raménent à une partie 


algébrique plus une somme linéaire par rapport aux 1; si les coeffi- 
cients des I sont nuls, ces deux intégrales sont algébriques; donc 


f a d fournit 27 conditions linéaires et homogènes par rapport aux A, 


fe dû 2n conditions quadratiques homogènes; si donc m24n +1, 


on peut espérer obtenir des solutions dépendant des 2n arbitraires 
A, A,, «++> Aon et de m — 4n — 1 coefficients À qui restent arbitraires. 
Pour faire les calculs, désignons encore, si l’entier 7 surpasse 22 —1, 


par I, Pintégrale [oe la dérivation de 0 et p’0 donne manifeste- 
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ment 
6=2(2n+1)1,,+ )(2”2 —1)Aylon-2+-- ++ Asn—1le> 


(7) pro=[4r+2(2n+1)] lange + [27+ an—t]Ay]ang 7-2 eee + 27 Agr ls. 


Comme il importe de donner un exemple précis, écrivons 


6? 4 p**+1— 4 p, 


(8) a=Ap t+ Bp?"#1+ Cp. 


Les formules de récurrence sont alors 


6= 2(2n+1)1,,—2]), 
(9) | . 


p'8=[4r+o(an +1)] bnsr— (4r + 2)1,; 


de la sorte, fe d se ramène à une partie algébrique plus un terme 


en I, dont on annule le coefficient : ceci donne une relation homogène 
et linéaire en A, B, C; si je considère A, B, C comme les coordonnées 
d’un point dans un système d’axes rectangulaires, cette équation 
représente un plan passant par l’origine; de même | a? dû se ramène 
à une partie algébrique plus un terme en I, dont on annule le coeffi- 
cient; l’équation obtenue représente alors un cône du second degré 
de sommet à l’origine; or il est clair que l’une des deux génératrices 


d'intersection du plan et du cône est la droite d'équations A= 0, 
B + C=o0; car, dans ce cas, on a 


3 205 
pe tE et fad= pnt fed= aa 
| 12 80 


On peut donc diriger les calculs de façon à éliminer cette génératrice, 


qui donne une solution illusoire à notre point de vue, à savoir la 
courbe unicursale «= K,0?, 68 = K,01+ À rentrant dans les types 


fournis par l'identité de Bezout; l’autre génératrice aura donc deux 
équations rationnelles par rapport à la lettre n; autrement dit, A, B, C 
seront égaux au produit par une constante K, de trois fractions ration- 
nelles en n. Ces considérations prouvent qu'il est avantageux de 
modifier légèrement ta forme de calcul de façon à avoir le résultat de 
l'intégration, facile à prévoir d’après les formules (9). J'aurai, si l’in- 
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tégrale est algébrique, 
(10) fi A pi"*! + Bptr#1.+ Cp) dd= 6 [D pret De Ep?#1+Fp]. 
Si l’on dérive, comme F = : [(2n +1)p**— 1], en chassant 
le dénominateur 0, on trouve immédiatement que 
(42 +1)D p*"+ (2n+1)Ep™" +F 


est divisible par (272 + 1)p™"— 1; Gp?"+H1 représentant le quotient, 
la dérivation de (10) donne 


pats + 
LA oe G. R= 3H — 44 = Ci, C=-— 3H; 
‘à 10n + 3 ni qn 3 2n+1 2n+1 
wae pete Gers nama! fe se) 


fannie | pore 
10 — jini f 2n+1 i 
fem, en" =) + HC “—p| 


, : ; : . . 3H, 
Il faudra écarter le cas où G serait nul, qui donnerait wet hh 
conformément aux prévisions précédentes. Je vais écrire 


GE) parr = farsion 9) Lea Ion 9) Sn+2 i) aa 


I oF o|=6 
ake 9 E | _ (Sane 


(2n+1)(4n+1) 2n+I 

ton 4-3 = et 36n?+ 32n + 6 prn+s CEUX NP 

He) +cn[ rt, , "Qn 1) Gari)! Bsr Te BE 
fa [er £ a | dû — O{ p pet? + pi port be pts ps pitts Bs pt. 


Comme plus haut, la dérivation de la seconde formule (12) entraine 


(13) ‘ (8n + 2)pp*"*!+ (6n + 2), p'"t!+ (4n+ 2)p pit! 
+ (20+ 2) py pitt + 2p, p i 
= [(2n ah 1) p? — 1] [ap*"*! a bp**+' af. cp*"*!+ dp}, 


ce qui permet d’exprimer les » au moyen de a, b, c, d; en dérivant 

donc la seconde formule (12), on divise Îles deux membres par 

(an +1)p?"—1 et l’on arrive, par élimination de a, b, c, d, à la rela- 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIL. — Avrin 1920. 16 
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; G H es dal 
—_* + —— = 0; on a alors le droit d’écrire 
tion unique TS + Zi oO 
G =—(18n+5)K,, H=(4n+5)K,, 
FR Toe Glin s 3) (ant ade. 
(14) 4n-+1 2n +1 
_2{on+8)(24n+3in+o)g. deh 
a (2n+1)(4n +1) 
| 107 + 3 n 1. 4a +3 | 3 5)K, (p2“+1— p), 
æ——(18n + 5) Ky [RE p° LT Sr à +3(4n+5)K,;(p P) | 


AU NP EL Le ne acid 
fadd= ,0[—(8n+5)(TE* pier PPO) + (an +5) (pine 2) 


—(10n +-3)*(2n+1) 
~ Stier 
(an+1)?(4n+1) a le 
/ n\2 
Pre. aie 2) K2( p+! — p)*4, 


4(10n + 3)(2n +3) 
= En +1 


2 
$n+2 | 


Je di=—(8n+ oki6| pars 


(15) 


28 


6(4n+3) a 


B=a+ Fe 6° == 4(p>"*! — p). 


La courbe sphérique (a, 8) ainsi obtenue dépend des deux arbi- 
traires réelles ou complexes K et K,; comme « et 8 s’expriment 
rationnellement en 6 et p, il en est de mème de c, c’, c’. Inversement, __ 
9 et p s’expriment rationnellement en a, et par suite en c, c’, c’; en 


effet, on a d’abord 0 = 


et l'élimination de p entre les deux équa- 
tions 
Ap***! + Bp?+1+ Cp — 0, 


(16) Ret. eas K? po 
AC p) TE =0 


donnerait a la fois la relation algébrique entre B et x et l’expression 
de p rationnellement en 8 et x; donc le genre de la courbe (ws) est bien 
celui de la courbe (0, p), c'est-à-dire n. Cherchons le degré de (1) : 
coupons par une génératrice a = x, ; l’équation | 


PE 


A ptt. Bp! + Cp ae y = 0 
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donne 4n +- 1 valeurs de p, 8n + 2 valeurs de (p, 9) ou de 8. Donc 
chaque génératrice « de la sphère coupe (5) en 87 + 2 points; cou- 
pons par une génératrice 6 = 8,, on a la relation 


4( p?**+'— p)[Apitt+ Bp?"*'+ Cp— B, |? — K?=— 0, 


qui donne 1on +3 valeurs de p; on a ensuite 


K 


a ae ee a Ee — #n+1 Qn+1 à 
Bo— (Ap*"*! + Bp?**! + Cp) et a= Ap*"t+!+ Bp"+!+ Cp, 


donc chaque génératrice 6, donne 1on +3 points de rencontre 
‘avec (v5), donc la courbe (ws) est du degré 18n + 5 et n’admet pas 
l’origine pour centre; comme point à l'infini, la courbe (w) ne pos- 
sède que celui qui correspond à p = +, point de ramification de la 
courbe (9, p); le cone C, de degré 18n + 5, n’admet qu’un cycle iso- 
trope d’indice 2(18n + 5), de degré et classe égaux à 8n-+ 2; la 
courbe (-t) est du degré 287 + 8, nombre égal, puisqu’il n’y a qu'un 
cycle, à l'excès de l'indice de ce cycle sur le degré de ce cycle. J'ap- 
plique les formules (41) et (43) du Chapitre Il (recopiées en tenant 
compte que les quantités w, » qui y figurent sont appelées ici a, $) et 
j'obtiens pour la courbe (-t.) 


c—=(æ—1)= + ce’ = — (08 +1) = — la deu 30) Raman 
=(at—I)E +2 = K 5 = x é 
RUE x PR 
Cte K + 2%, C-— — ue 
AP ARNO PRE. 
(start Tis T4 +R [potas qf a 
DT 7 dr ota 
4it >) aK fre. | 
3 I 29 1 : I 
hr ys at neal, Pa ae eo d5, 
fre ET + TASSE 


formules où f 0° a? da, f 9° de, [0 ada sont des polynomes entiers 
en p, tandis que f xd) et fa" d) sont les deux intégrales dont le 


calcul détaillé a été fait. Le résultat remarquable est que du premier 
coup nous avons obtenu une courbe (-b ) algébrique, de genre À arbi- 


LA 
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traire. Cette courbe est imaginaire, mais conduit à des surfaces réelles 
applicables sur le paraboloïde, algébriques, et de genre arbitraire- 
ment grand. Cherchons de combien de paramètres de forme dépend 
une telle surface, lorsque » est donné; adjoignons à la courbe a, 8 la 
courbe a, — ha + u, 8, —Xÿ + u et effectuons ensuite sur la courbe 
x,, 8, le déplacement réel le plus général. La substitution «,=Aa+u, 
B,—28+u est manifestement la résultante des substitutions 
a, =a+u, B,—3+u et x, — x, B, =AS. Je remarque que a, = a, 
3, = ÀB revient à remplacer K et K, par AK, AK, ; done, en donnant à K 
et, A toutes les valeurs possibles, on peut négliger cette transformation 
(qui à défaut de nouvelle surface donne une transformation algébrique 
de la surface en elle-même); d'autre part, une rotation réelle autour 
de Oz permet toujours de supposer que la constante K est réelle; 
donc comme paramètres de forme, il reste la constante réelle K, la 
partie réelle et imaginaire de K, et u : en tout cing paramètres de 
forme. Notre exemple particulier doune pour chaque valeur de n deux 
surfaces réelles S et S’algébriques applicables sur le paraboloide dont 
la forme dépend de cinq paramètres arbitraires, abstraction faite d’une 
similitude. 

J'indique les valeurs numériques pour nm — 1 des divers coefficients; 
je suppose encore la constante u nulle et j'ai, en posant pu = 4p° — 4p 
suivant les notations de Weierstrass, 


K 
o = = [-13 x bgp + 1210p'— 405p] B = a + 


[aus =K,p'u |- Spt + “Po, 


Te D 
plu 


a Z 


(18) +” À 
feds = Ki pu [oS pr à x 13 X 23p° 


Quelle que soit la valeur de x, si K, K, u sont réelles, pour des 
valeurs réelles de p comprises entre —1 et o ou entre +1 et + x, 
2, 9, 3 sont réelles, de sorte que c et c’ sont réelles, c’ imaginaire pure : 
on en déduit que les surfaces réelles S et S’ admettent alors sOx 


pour plan de symétrie; il reste trois paramètres de forme. 


htm ee 
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3. Je signale en passant un fait intéressant : dans l’exemple (5), au 
lieu de se donner à l’avance les coefficients A,, Az, ..., Asn, on pour- 
rait les considérer eux-mêmes comme inconnues; si l’on songe que 


spate n+ 

la substitution p = pp,,9=p *6,,oupestune constante quelconque, 
ne change rien à la courbe, on voit que l’indétermination des A donne 
2n—1 arbitraires supplémentaires; les inconnues sont ces 2n —1 

be à À FRERE : , 
arbitraires et —, =*» ---» —; il semblerait donc que l’exemple de plus 
faible degré s’obtiendrait en prenant (m+1)+(2n—1)=4n ou 
m= 2n + 2. Mais alors il se trouve que le polynome 


Gp?" = 2A,p2?-! 4- Sere 2ANon 
n’a plus ses racines distinctes, le genre de la courbe (-l.) n’est plus 
égal an. 
Par exemple, pour z = 1, on peut écrire 


| plu=kpu—gpu— gs, 
}a —Ap*+A;p°+ A:p°+ A3p, 


(19) « 
| 6 =a+— 
piu 
: Ay Me Tay De 5 ‘ 
les inconnues sont ©; > > 24; on a quatre équations. Le calcul se 
À 23 


fait aisément et le résultat donne gi — 27g) — 0, de sorte que l'on 
trouve une courbe unicursale. 

Cet exemple prouve, encore une fois de plus, que les prévisions 
basées sur les nombres d'équations ou d’inconnues sont en général 
insuffisantes: il prouve encore qu'il existe certaines relations d’iné- 
galité entre le genre de la courbe, le nombre des points à l'infini et 
les entiers caractérisant les cycles isotropes. 


4. Il est bien clair que l’on peut trouver bien d’autres solutions 2 
et 9 de la question posée au paragraphe 2. Mais le fait remarquable est 
que toutes les solutions donnent des courbes imaginaires. Nous 

5 pel onart pe 14 2e | ae ete — K 
avons dit que l’indicatrice des torsions a pour équation LE Tres 


et [9 da, autrement dit / ; 


da i ; te : 
2 est une fonction algébrique ; supposons 
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— I . A . . . 
la courbe réelle, posons B = —> l'intégrale devient au signe pres 
1 
{ae Supposons que l'intégration se fasse le long d’un arc réel 
1+ ax; / ; : 
de (v5); sur cet arc, en eres point æ et «, sont imaginaires con- 


juguées; l'intégrale fa aa, est une quantité imaginaire dont la 


conjuguée est l’intégrale fate prise le long du méme contour; il 


y a contradiction, puisque la somme de ces deux expressions 
est L(1 + aa,). 

Pour arriver à une courbe réelle, nous pourrions donc chercher 
d’autres exemples issus du même principe, mais correspondant à une 
relation 8 — &« — F(x,K) où F est une fonction algébrique de « dépen- 
F(a, K) 

K 
pas à une fonction de la seule variable «. On aurait alors à exprimer 

tm R Se “de da ? da 

que les trois intégrales rx Fr ER sont 
algébriques, quelle que soit la valeur de K. Si l’on choisit une valeur 
arbitraire K, pour K, et si l’on développe en série suivant les puissances 
de K—K, chacune des trois différentielles, les coefficients des 
diverses puissances de K — K, doivent étre des différentielles algé- 
briques. Or les exemples des courbes unicursales trouvées aux 
Chapitres précédents, chaque fois qu’il y entre au moins un para- 
mètre arbitraire, donnent des solutions de la question ainsi posée, 
tout au moins en courbes unicursales. Si le genre de la fonction algé- 
brique de «, F(a, K) s’abaisse pour certaines valeurs de K, on peut 
prendre l’une d'elles pour valeur initiale K,. Mais il est bien clair qu'il 
n’y aurait pas, en général, grand’chose à tirer de ce procédé. 


dant d’un paramètre K, avec la condition que ne se réduise 


5. La principale difficulté à surmonter pour trouver un exemple 
précis de courbe à torsion constante algébrique est d'ordre matériel : 
le nombre d'inconnues à choisir et le nombre d'équations qui les relie 
sont en général trop élevés pour que nous puissions aborder la dis- 
cussion. Nous savons qu'un dénombrement pur et simple est insuffi- 
sant. Mais j'ai expliqué, dans le Chapitre qui précède, comment l'étude 
attentive des exemples connus avant ce Mémoire, dus uniquement à 


x ne 
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M. Fabry, conduit naturellement à un procédé régulier de réduction 
simultanée du nombre d’équations et d’inconnues. La théorie des 
vecteurs périodes polaires et cycliques montre d’une façon intuitive 
que les propriétés géométriques que possède éventuellement l’indica- 
trice (vw), telles que symétrie plane ou axiale, axe de rotation, 
réduisent considérablement le nombre des conditions distinctes 
obtenues en égalant à zéro chacun des vecteurs périodes. Un faible 
effort d'imagination va nous conduire à un type non unicursal et réel. 

J'obtiens la courbe (w) par l'intersection de la sphère et d'un 
cylindre unicursal; je choisis le plan «Oy perpendiculaire aux généra- 
trices de ce cylindre; (w+) sera done du type elliptique ou hyperellip- 
tique. Je puis encore supposer que z0x soit le plan de symétrie; j'ai 


à étudier trois intégrales fe dc’, fede + ic”), fede —ic’) dont la 
premiére porte sur une fonction rationnelle, tandis que les deux 


autres se raménent l’une à l’autre. Je supposerai encore que le cône C 
n’a que deux génératrices isotropes et j'écris : 


. A qth- 0m + A, g(2h-2)m + an eS AA 
APR Soa PERRET eI 


Cit Chas 7 
pu A A,q"+ A, gut Lee Are grrr 
ees a PNA JE + >. 
\ 
c" [qi22—2)m 4. a gsm + vee bayg@ +1] VA (gi! Og" +1) 
+ mo i 
whan 
iY e qd 2 
L'identité c? + c? + c’? = 1 donne 


(21) (Az? 1 + Aa? + + Asn-1) (A+ A,x 2S, See a Asie) 
= x?h1 6 AAS, (x? + bax +1) (2? she a, xs + APE. <2 à LE 


Danses formules ASC AS 10 AG ra), Gar :.., 43, 6 sont 
3h quantités réelles; l'identité (30) fournit 2h — 1 relations entre 
elles. L’entier r est premier avec m; l’entier m sera ou égal à 1 ou 
supérieur à I. | 

Nous allons écrire que le intégrales fede ferd(e + ic’) et 


’ 
c'd(e— ic’) sont algébriques ; il est bien clair que je peux remplacer 
9% 
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2 12 
[cia ace +ic)= a +if ede — ede. 


Or cette forme fe — ic')d(c+ ic’) est avantageuse et donne la 
condition 
(22) [(2h—1)m — r]A? ¢ 
+[(2h—2)m—r]A}+...+(m—r)Ad,,—rAjp1=0- 
De la résulte immédiatement que, pourla réalité (au sens vulgaire), 
r doit être compris entre zéro et (2h — 1)m. 
Comme le changement de g en : change c + ic’ enc — ic’, il suffit de 


considérer fe"d(e + id); or, si cette intégrale est algébrique, nous 
aurons 


(ah 2 La xths L Fa + a,x +1) a2? + bat 1 
(23) Der Su. AT © À JUN 
ge 2 
X \[(2h—1)m — rJAx*-1 4+ [(2h—2)m— rJAszth+.—r Asp il 
* 
LA (æ? + bx +1)? 


“a el 


‘we eins + Ag ate—6 L ee Asay 
ante | 


en posant g”= a et désignant par À,, À, ..-, Aya», 42 — 4 indéter- 
minées. L'identité (23) équivaut à 

(24) (ea ath3+,, +ax+i) 

X |[(2h—1)m—r]Ax*—! + [(ah—2)m—rJAyo*-2+ —rAy,—,! 


=/3.771 (a+ =) Luathts+ +] 


+(2?+ br+ oj [ (34— 2) mr faut. vet [ (2 —h)m—r| un. 


L'identité (24) ne fait plus intervenir que des polynomes entiers; 
les 4A — 4 coefficients À doivent satisfaire à 4A — 2 relations linéaires 
non homogènes, ils s’éliminent aisément et il reste deux relations 
entre les inconnues du problème A, A,...A,,_,, 0, a,...a;_,. Au total, 
on a donc trouvé, sans faire d’hypothèses particulières sur m et r, 
2h +2 relations entre 3A inconnues. Si donc A22, on peut espérer 
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trouver des solutions a À — 2 paramètres. Nous pouvons remarquer 
que la valeur m=1 ne donne pas plus de conditions que les valeurs 
entières de m supérieures à 1. Sur les 2 + 2 équations de condition, 
les 22 premières qui ont été écrites ne renferment pas les entiersmetr 


et les deux dernières dépendent du rapport —- On peut considérer 
m 


Sere it + . 
la quantité — elle-même comme inconnue; dans le cas de À = 2, par 


exemple, on aura done, à cette condition, six équations pour sept 
inconnues; nous vérifierons que ces équations définissent une variété 
réelle à une dimension de l’espace à sept dimensions, et nous choisirons 


sc + : sue oe : 1 
sur cette variété les points où — a une valeur rationnelle. De même, 


pour A = 3, nous aurons une variété à deux dimensions d’un espace 
à dix dimensions; nous verrons qu’il v a aussi dans ce cas des solutions 
réelles. 

Ces points importants seront élucidés avec tous les détails néces- 
saires ; donnons auparavant l'indication du degré et du genre de (1), 
C ou (x), le nombre, le degré, la classe des cycles isotropes. 

Je me borne au cas où or <<(2h —1)m, puisque dans ce seul 
cas on peut obtenir des courbes réelles. Je peux remarquer que les 


échanges 
q; r, À, Ay, ote. Tat 


7 (2h—1)m—r, Aoh-1 A oh) Fete » A 


ne changent manifestement pas la courbe; on pourra donc même se 


borner aux valeurs de r telles que o < rh ~~ sr. 


On peut remarquer que la courbe (15) symétrique de (1) par rapport 
à l’origine s'obtient évidemment en changeant designe A, A,,..-, A, 
et que ce même changement donne aussi la courbe symétrique de (vb) 
par rapport à Oz; ce changement de signe ne change pas le cone Gs ce 
cône admet æ0y et 20s pour plans de symétrie comme (1), donc les 
droites Oz et Oy pour axes de symétrie; la droite Ox intersection de 
deux plans de symétrie est donc aussi axe de symétrie de C[et de (vs) 
et le plan yOz est plan de symétrie de C. 

Si m est pair, auquel cas r est impair, le changement de gen — q 
fait correspondre à tout point (c, c', c’) de (vw) un autre point 

ss 
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(—c, —c’, —c”), dans ce cas (w) et (w’) coincident. Le cône C, sim 


; . 27 . . Q A 
est pair, admet la rotation — autour de Os; si m est impair, le cône C. 


admet la rotation = autour de Os et cette rotation remplace (vs) 
par (w’). 

Degré de (vw). — La courbe (c,c') du plan æOy est unicursale, 
et puisqueo<r< (A— =)m, elle est du degré (4A — 2)m —2r; la 
courbe (vw) est donc du degré (8h — 4)m — 4r; C a ce même degré 


si m est impair; si m est pair, le degré de C est simplement 
(4h — 2)m — 2r. 


“Genre de (ws). — Sim estimpair, le genre de (vs) est m, c’est aussi 
celui de C et (cl) : les courbes (a) ou (4) correspondent biration- 
néllement à la courbe y? = q(q?" + bg" + 1). Sim est pair, il n’en va 
plus ainsi; le genre de (w) est alors m — 1, car (vb) correspond alors 
birationnellement à la courbe y? = q°”+ bg"+ 1; nous voyons qu'ici 
la courbe (w) est toujours de genre impair. Supposant toujours 
m pair, pour avoir le genre commun de C et (4) j'écris 


m 
c+ic! Pea a 
== 7 eee 

Cc V—A An (Qe + bq!" + 1) 

A gh A, q(a-2nr ee: Nese 
qithaiee 4. ay qh + mer aq" Eur . 


Si m n’est pas multiple de 4, (2h — 1) _ est impair et (2A— 1) = —r 
est un nombre pair, de sorte qu’en posant g? = Q, Aet une renferment 


m 


plus que le radical V/o"+ bQ?+1; le genre de C et (4) est donc 
alors = — 1, genre nul si m= 2. Si mest multiple de 4, en posant 


g*=Q,Xetu ne renfermeront que le radical(/ Q(Q” + bo? + mh done 


le genre de C et (KL) est alors =. 


Voyons maintenant les cycles isotropes : pour m impair, on a deux 
cycles isotropes seulement, un pour g=o0, un pour g = « ; chacun 
d’eux est de degré et classe (2h — 1)m — 2r, l'indice est (8h—4)m—4r; 
le degré de (-t:) est (12h — 6)m — 4r. 


© accep 
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Sim est pair, multiple de 4, on n'a toujours que deux cycles, un 


pour Q =o, l’autre pour Q = « ; le degré et la classe de ces cycles 


; : m aes : ; 
sont égaux à (24 —1)= —r, l'indice à (4h — 2)m— ar; le degré 


de (4) est (62 — 3)m — ar. J'ai montré au Chapitre IH (§ 13) l’intérèt 
de ce cas; bien que les cycles isotropes du cône C soient tous 
d'indice pair, la directrice sphérique du cône C est indécomposable. 

Si m est pair, non multiple de 4, exception faite pour m = 2, 
r= 2h —1, le cone Ca toujours deux génératrices isotropes seulement 
Q=0,Q=a(xr+tly =0, z=0), mais chacune porte deux cycles, 


mt 


car le radical qui intervient est /0"+ bq* +1, radical qui n’admet 
plus Q=o et Q=-x pour point de ramification; chacun des 
quatre cycles a pour indice à (2h —1)m — r et a pour degré ou classe 
+|( h — 1) — r | le degré de (4) est (62 — 3)m — 2r. La relation 
(2h — 1)— —r=o n'est vérifiée, la fraction = étant irréductible, que 
pour m = 2,7 = 2h —1; cest le cas d’exception : dans ce cas, ona 
toujours quatre cycles isotropes, portés cette fois par quatre droites 
distinctes. L'indice commun des quatre cycles est 24 — 1, la courbe (A) 
est unicursale. Noussavons qu’alors, si À = 2, il n’ya pas de solutions, 
l'indice 3 ne pouvant être réalisé en courbes algébriques. Je donne un 
Tableau récapitulatif : 


me pair m = 2, 
ne impair. m multiple de 4. non multiple de 4. r=2h— 1. 
Degré de (u)....... ( 8h -—4)m—4r (8h—4)m—4r (SRE TIME Ar 8h — 
Genre de (Wb) Pt hte, m ree à M1 i 
Degré de C......... ( 8h—4)m-—4r ({h—2)m—2Fr ({h—2)m — ar chk 3 
: m m 
Genre de G et (A)... ob rà LEA, : 
Degré de (4) ....... (12h—6)m—J4r (GA—3)m — ur (64 —%)m — ar NUE ,, 
Nombre de cycles iso- : | 
tropes....-.......e 2 2 à 4 
Degré et classe de | a k nib lo 
chaque cycle... (oh—1)m—or (2h vire 7 = (2h aah) gor r : 
Mndice....##. hd hia e's ( 8h—4)m—4r (4h —2)m—or (zh —1)m—r oh —1 


Au point de vue de la réalité, on peut remarquer que si tous les 
coefficients A, A,,---»Av,—1) @19 +++» dy 0 sont réels, la projection de 


la courbe (w) sur le plan wOy est une courbe réelle (+) 


; pour 


les valeurs de g dont le module est égal à l’unité, c et c’ sont réels 
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ainsi que c’?; il faut encore que c”* puisse devenir positif. Or on a, en 
posant g = e*, 
c"*= — AA,,_,(6 + 2cosm@) [2 cos(h —1) mo + 2a, cos(h—2)mo-+.. “a 


Dans le cas où 6?>4 et AA,,_,5 > 0, c” est toujours négatif pour les 
valeurs de 9 réelles, alors la courbe (w) est imaginaire, mais réelle au 
sens de M. Goursat. Dans le cas où b?> 4 et AA,,_,b <0, la courbe 
unicursale (c,c’) du plan xOy est tout entière à l’intérieur du contour 
apparent de la sphère a? + y?+ 2? = 1 sur le plan xOy, la courbe (vs) 
est réelle (au sens vulgaire). Dans le cas où b?< 4, la courbe (c, c’) 
serpente autour du cercle 2? + y*==1, la courbe (vs) au point de vue 
réel se compose de m contours fermés se déduisant de l’un quelconque 
d’entre eux par une rotation de l’angle 2s autour de Oz répétée 
1, 2,... fois. La courbe algébrique (4) se compose également de 
m contours fermés. 

Au point de vue des surfaces applicables sur le paraboloïde, nous 
obtenons toujours dans ces trois cas des surfaces réelles à centre, 
ayant les trois plans de coordonnées pour plans de symétrie. 


6. Je dois maintenant justifier tout ce qui précède par un exemple 
précis. 
Nous avons vu que pour À = 2 nous avons le cas le plus simple : 


“ 


six équations à six inconnues. Ces équations dépendent de la frac- 


tion <; il est pratiquement presque impossible d’en faire la discus- 


sion quand est quelconque. Mais pourr=1, m=t, la résolution 
se simplifie et l’on trouve explicitement une solution, malheureuse- 
ment imaginaire. Cela m'a obligé à une discussion assez longue pour 
mettre en évidence des valeurs de = pour lesquelles on peut affirmer 
l’existence d’une solution réelle. J'écris les équations de (w) 


: Ag" + Bq Vg 
c+ic= 29 Re eat D, 
qr 
ete A+B J" + Ca aft D" 
(25) ere DE D ie 


am 


Git 


db ne 
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Les relations fournies par c? + c’?+ c’?=1 sont 


AC + BD—AD(d+26)—o0, 
(26) AB + BC+ CD — AD(6?+ 2bd +3) =0, 
| A?+ B?+ C?+ D?—1— AD(b?d + 2d+ 4b) =0. 


D'autre part, nous avons rappelé que (ws) est inaltérée par les 
échanges 
A, B, C, D, r, q; 


DEC oh A, oe er = 


tg D 
et cela conduit à poser r= = is 


ou p= 3m — 2r, de sorte que p 
et m seront des entiers de méme parité, premieis entre eux s’ils sont 


. . . “5 m . sr 
impairs; s’ils sont pairs, = et £ seront premiers entre eux et de parité 


différente. Je poserai ensuite f= 2 = 3 — 2 © et la relation fournie 
m m 

par f c —1tc')d(c + ic’) est 

(27) (3 + f)A?+ (1+ /)B?+ (f—1)C?+ (f—3)D?=0. 


En écrivant ensuite 
PTE TE 2 us eae ae sir, 37m) 
fede + ie’) = VER (gr ag + git pa Nigh PRG EEE 


j'obtiens l'identité 


(28) (x+ bx+1)[(3m+ p)Aa?+(m-+ p)Bar+ (p—m)Cx+(p—3m)D] 
=3m(2a?+ dr)(lzt+prt+vz +p) +(x?+ dx +1) 
< [phañ+(p—om)pz?+(p—4m)vx +(p—6m)o]. 


Les inconnues À, g, y, 9 qui ne jouent qu'un role épisodique s’éli- 
minent aisément : dans (28) on égale les termes en x’ etæ', d’où A, u, 
puis le terme en x et le terme indépendant, d'où ¢ et v. En égalant 
ensuite les termes en x* et x? et remplaçant A, uw, v, ¢ par les valeurs 
déjà calculées, on obtient les deux équations prévues qui se déduisent 
l'une de l’autre par le changement de A en D etinversement, de Ben C 


134 “BERTRAND GAMBIER. 
et inversement, de fen — /: 


| [eda+f/)(6+f)—(+f)(3+f)?—6(4+f)] 
x (3 +/)(4—Sf)(6—fJA 
+[b(2+/)(6—f)—(2+f)(3—f)d@] 
(agp OHA FS(O FLD 
+ [i+ f)d—O(4+f)U+/)(6+S/) (4 —S)(6 —f/B 
+ 6(1—/)(4+f)(6+ f)(6—f)C=o, 


(EN 6+N)—-EA—B+NdIB+/G—/)6—NA+..= 0. 


7. J'indique en passant la résolution qui est très simple pour 
m=1,r=1,d'ot p=1, f= 1. Les deux équations (29) sont alors 


(7bd— 4d?—15)4A + 7(2d—5h)(B—D) —o, 


Go) (7b —4d)A+21(B—D) =o. 


La première se simplifie aisément au moyen de la seconde et devient 


(31) . 12A —7(2d+ 6)(D—B), 
et comme on suppose essentiellement A+ 0, l'élimination du rap- 


B—D 
donne 


port 
(32) (b+ 2d)(7b— 4d) = 36. 

L’équation (27) est devenue 

(33) 2 Ai D?— Be. 

Je remplace cette équation (33) par celle que l’on obtient en divisant 
membre à membre (33) par (31), d'où l’on déduit 


= A D ey 
(34) +B D—B 


0 NPA. [ee], 


/ 


le dernier rapport s'obtenant par la seconde équation (30). 
Entre les deux premières équations (26), j'élimine C, d’où 


AB +(B+D)[(26 + d)AD — BD] = A2D(62+ abd + 3): 


D*— B? 
2 


dans cette équation je remplace A? par » le facteur B + D est 


a 


ie ae 
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alors en évidence, il n’est pas nul puisque A n’est pas nul, donc il 
reste 


(35) B(D—B) + 2D[(26 +d)A—B]=D(D—B)[b*+ 26d +3], 


et dans cette équation (35) je peux remplacer A, B, D par les quantités 


proportionnelles 84,356 + 106d,9(7b + tn) tirées des rapports (34), 
ona ainsi 


(36) (356 + 106d) (14b — 8d) + (63b + god) [133b — 22d] 
= (630 + god) (14b — 8d) [ b+ 2 bd +3]. 
En vertu de (32), les termes du quatrième degré en b et d dans (36) 


se réduisent au second degré et l’on a l’équation homogène et du second 
degré en b, d: 


(36’) (35b + 106d) (14b — 8d) + (63b + god) [190 + 2410. 


La forme (36) permet de voir aisément que b + 2d est en facteur ; 
cette quantité ne peut être nulle, sinon en vertu de (31) A serait nul; 
done, ce facteur ôté, il reste deux équations pour calculer b et d: 


d x 241 
(37) == 7 Ta »  (b+ad)(5b—4d)= 36; 
D , clive | Srp ills BS sae A Se 
d’où, en posant pour abréger m = a 7 URL 
Gi Gmi 


CR ee — a mm mm À 
Vam+1)(Gm—7 Viam +1) (Gm —7) 
(35 + 106m)é A “us 9(22m — 133) (10om+7) 


38 B= age an ee eee ee ee at = ———— 
Oy) 14 ¥(2m+1)(4m—7) 196(2m +1)(4m—7) 


A, 


TPA 9(7 +10m)Eé 


14V2m + 1)(4m—37) 


En portant ces valeurs de B, C, D, b, d dans l'unique équation non 
encore employée A? + B? + C?+ D?— 1 — AD(b*d+2d+4b)=o, 
on a une équation qui donne A. D'ailleurs on peut déduire des trois 
équations (26) la combinaison évidente 

(A—C)? +(B—D)?—1—ADB*d=0, 


mi 
qui est plus commode pour calculer A; en posant p= 77 = grona 
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aisément 

(39) (412p?— 1232p —143)? _ 4(4p—1)? eee Jar. 
16(8m?— 10m—7)? 8m?—som—7 (8m?—10m— 7) 


On vérifie aisément que le multiplicateur de A? est négatif, car cela 
revient a 


(40) (—412p?+ 1232p +143)? — 64(4n—1)?(8m*?*— 10m — 7) 
— 36x 27 x16 (1+410pm)m < 0. 


L’inégalité (40) se vérifie aisément; en tout cas nous avions besoin 
de vérifier que le: premier membre de (40) n’est pas nul, afin d’être 
sûr que l’équation (39) détermine A au lieu d’être impossible; or ce 
point isolé est facile à établir sans calculs, car en remplaçant m 
par 7u le premier membre de (40) est un polynome du quatrième 
241 
334 
pour racine, car le terme en uv.‘ n’est pas divisible par 334 et le terme 
constant n’est pas divisible par 241. 

Nous avons pour A une valeur imaginaire pure; B et D sont réels, 
A, C, b, d imaginaires pures. Posons A —1A,, C=iC,, b=1b,, 
d = id, et donnons à g une valeur imaginaire pure g = ig,, on aura 


degré en uw à coefficients entiers, n’admettant certainement pas 


eee eta BG gD 2 tt el hee eg ae 
tq gi 

de sorte que c sera imaginaire pure et c’ réel; cela prouve que le 
cylindre F projetant (vs) horizontalement a pour conjugué un 
cylindre I’ symétrique de F par rapport au plan yOz; or nous avons 
signalé que (vs), admettant «Oy et 20s pour plans de symétrie, 
admet Ox pour axe de symétrie, ce qui entraine que C admette yOz 
pour plan de symétrie : donc les deux courbes (ws) et (v’) suivant 
lesquelles C coupe la sphère sont symétriques l’une de l’autre par 
rapport au plan yOz, et le cylindre projetant (w’) sur le plan x0y 
n'est autre que I’; il résulte de là que (w) et (w’) sont conjuguées 
l’une de l’autre, donc le cône C est réel au sens de M. Goursat. 

Les surfaces réelles applicables sur le paraboloide déduites de (ws) 
sont donc à centre; elles admettent les trois plans de coordonnées 


Eee ei Re = 


ee 
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pour plans de symétrie, les trois axes de coordonnées pour axes de 
symétrie. 

La surface minima M, est imaginaire. 


8. Nous venons de trouver une courbe algébrique de genre 1, 
malheureusement imaginaire. Elle nous donne néanmoins des résul- 
tats intéressants : elle est imaginaire, mais réelle (G). Cela entraîne 
que pour - suffisamment voisin de 1 le résultat subsiste, avec toute- 
fois quelques modifications, si m reste impair, suivant que r est pair 
ou impair; il suffit dans les équations (26), (27), (29) de remplacer 
A, C, b, dpariA,,iC,,:b,, td, pour avoir un mouveau système de six 


a 


équations à six inconnues A,, C,, b,, d,, B, D à coefficients réels 
> . ee > , 
dépendant de la fraction > Ct ayant une solution réelle d’ordre de 
age ae : + r VE hé we 
multiplicité égal à l’unité pour — —1;donc, pour — voisin de l'unité, 
5 m m 
on aura encore des solutions A,, C,, b,, d,, B, D réelles; remplacons g 


par sq, où 7 est une racine dej”=7, multiplions c+ ic! par 7’ 
etc —ic! par 7’, ce qui revient à faire une rotation réelle autour 


+ rt O Sete T . : T 
de Oz (rotation de langle — si j = cos = + isin =) et l’on a 
2m 2m 27 
alors : 


ot Angi” — Bgi™—G.g"+ D a ae gre ver 
ote =— q;, , ic = 5 yn 
1 


On voit alors que si g, a une valeur réelle, c est réel et c’ imaginaire 
pure; il en résulte que dans sa nouvelle position la courbe (vb) a pour 
conjuguée la symétrique de (5) par rapport au plan 20; en revenant 
a la position primitive, la courbe (vs) et sa symétrique (uh, ) par rapport 


TE. Q + ; x a 
au plan age tang( 2e) sont conjuguées ; or comme (v5) est à elle même 
æ 2m, 
sa symétrique par rapport au plan æ05, on peut dire que (ws,) dérive 
j ; . re 
de (w) par une rotation de l’angle — autour de Os. Or supposons 
m impair de sorte que (15) et (w”) soient distinctes : nous savons 


; T : 4 Cay 

qu'une rotation de l’angle |, autour de Oz applique C sur lui-même, 
. . . . . T FANS 7 . 

mais (15) sur (vb’) : si r est impair, cette rotation de répétée r fois 
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coup sur coup applique (ws) sur (vb) : (ab’) et (1) coincident, le 
cône C est réel (G), et la surface minima M, est imaginaire. Si m est 
impair et r pair, cette fois (vs,) coincide avec (rs), le cône C est 
encore réel (G), la surface minima M, est réelle au sens vulgaire. 
Les surfaces applicables sur le paraboloide déduites ainsi de ces 
courbes (w,) particulières, pour m impair, sont à centre, quelle que 
soit la parité de r. | 

Pour m pair, les résultats changent : (ws) et (us) sont confondues, 


la rotation “+ autour de Oz est la plus petite que C admette; cette fois 
le plan 2 = tang— et tous ceux que l’on en déduit par une rotation 
TZ 2m 


‘2 as 
de — autour de Oz sont m plans de symétrie pour chacune des deux 


surfaces applicables sur le paraboloide déduites de (15); ces deux sur- 
faces n’ont plus de centre. 


. 5 . . ” 
On verrait de même que si pour certaines valeurs de — on a une 


solution où B, D, b, d sont imaginaires pures et A et C réelles, le 
cone Cest réel (G) si m est impair; cette fois si r est pair, (vs) est 
imaginaire, mais a (”) pour conjuguée, et si r est impair, (vs) est 
à elle-même sa conjuguée. Si m est pair, C est imaginaire sans être 
réel (4). 

9. En dehors de ces résultats intéressants par leur application aux 
surfaces applicables sur le paraboloïde ou aux surfaces minima, la 
discussion faite pour » = 1, » = 1 nous prouve que les six équations 
en A, B, C, D, b, d sont compatibles, sauf pour des valeurs exception- 


2 - se x . F 
nelles de é A, B, C, D, b, d sont des fonctions algébriques de = ou 


de f; ces fonctions ne peuvent avoir d'autre singularité que des pôles 


ou des points critiques algébriques. Or nous connaissons une valeur 
de f, à savoir /=o0 (d'où m= », r= 3) qui est sûrement un pole 
(et peut-être en mème temps un point critique) des quantités A, B, 
C, D, b, d, car pour ces valeurs de m et r on tombe sur le cas d’impos- 
sibilité, en courbes algébriques, de cycles isotropes d'indice 3. En 
regardant À, B,C, D, 6, d, f comme les coordonnées d’un point d'un 
espace à sept dimensions, les six équations définissent une courbe 


ME me 
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algébrique de cet espace; il est certain à l’avance que cette courbe 
a toutes ses branches réelles, s'il y en a, comprises entre les plans 
f=3et f=—3, en raison de la forme de l'équation (27). Il s’agit 
maintenant de trouver par un moyen quelconque un arc réel de cette 
courbe, sur lequel nous nous bornerons aux valeurs commensurables 

de f. Il est naturel d'étudier les points correspondant à f= 0; on 
aperçoit assez aisément que si l’on fait le changement de variables 
dastd, bao+l 2 =3 4B, 2 —340,5 =14 Dit =a, 
le système transformé aux inconnues @, B’, (’, D’, b' et d’ admet pour 
f=o la solution «= B'— C'=D'— b'= d'— 0, mais en étudiant 
par les procédés réguliers le point ainsi obtenu, on reconnaît que c'est 
un point isolé d’ordre 12. 

Si l’on essaie d’éliminer un certain nombre d’inconnues, on se 
heurte à des difficultés de calcul inextricables ; le procédé le plus 
simple consisterait à résoudre en B et C par exemple les deux équa- 
tions (29) de façon àavoirB=AA+uD,C=uA+AD,A.u,A,,u, 
étant des fractions rationnelles en b, d, f ; en portantces valeurs de B 
et C dans les deux premières équations (26) et l'équation (27), ona 
trois équations linéaires et homogènes en A?, AD, D? qui par élimina- 
tion du rapport + donnent deux équations simultanées F(b, d, f) = 0, 
®(b, d, f)= 0 que l'on pourrait regarder comme résolyant la question 


à + de à: D ia | 
ou peu s’en faut; ce calcul d’élimination de 1Ÿ donne en même temps 


=G(b,d, f), G étant une fraction rationnelle en b, d, f; donc 


Pia eld 


hop ywG, = u,+A,G et, en utilisant la dernière des trois 


équations (26), on aurait 


= 
I 


De la sorte, les deux équations F=0, ® =o représentent dans 
l’espace b, d, f une courbe et il ne faudrait garder de cette courbe 
que les arcs réels où A? est positif; on peut voir que les caleuls indi- 
qués sont praticables, mais que la discussion compléte qui consiste 
à savoir si cette courbe (b, d, /) est réelle ou non est inabordable, 


10 
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et a fortiori inabordable de séparer sur cette courbe les arcs donnant 
des courbes (+) réelles. Les arcs négligés correspondraient alors a des 
solutions où 5, d sont réelles, A, B, C, D imaginaires pures pour 


° Pd . ° 5 
certaines valeurs convenables de ab et cela donnerait lieu à une 


discussion analogue à celle déjà.faite : cette fois (wv) et (vs’) seraient 
conjuguées, quelle que soit la parité de m ou der, de sorte que le cône C 
serait imaginaire, mais réel (G), et les surfaces applicables sur le 
paraboloïde seraient réelles, à centre. Mais sim est impair, (ws) et (us’) 
se trouvent être distinctes et conjuguées, donc la surface minima M, 
se trouverait imaginaire; si m est pair, (vs) et (vw)’) étant confondues 
et conjuguées, la surface minima M, se trouve être cette fois réelle 
et en même temps surface à centre. 

Les explications qui précèdent sont nécessaires pour comprendre 
pourquoi j'ai adopté la marche qui suit, malgré la longueur apparente 
des calculs. 


10. Il y a une valeur remarquable de d, c’est la valeur d = 2. Si, en 
effet, je me borne aux équations (25) définissant une courbe sphérique, 
moyennant les trois équations de condition (26), pour d= 2, cette 
courbe sphérique se décompose en deux courbes sphériques unicur- 
sales et par suite nous savons que les coefficients A, B, C, D, b restants 
doivent s’exprimer rationnellement au moyen de deux arbitraires. 
Pour trouver ces expressions de A, B, C, D, b, qui sont indépendantes 


de m et r, supposons par exemple m= 2, r=1, auquel cas nous 
avons une courbe sphérique 


Ag +Bq*+Cy+D 


jh mode A = Be A+Bg+Cg+Da 
q q° 
(41) vals 
on — V— AD (g* +1) (q+ bq? +1) 
Che 


admettant l'origine pour centre, les points symétriques s’obtenant 
pour les valeurs q et — g, et le plan æ0z comme plan de symétrie q 


1 ’ . te . . 
en 7) et ne possédant que deux points à l'infini dans le plan horizontal. 


+ al oy 
Nous savons qu’alors, si l'on pose « = T° = A mur à 
q , PPSEGES ete gr? ON pourra 


en srl 


ce géné 


ent mes ie 
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écrire 
2 +Ag+B,g+C 


f ==? _ 1 r+ Ag+ Big+ Gg? 
ee aay ai Sts ais 


~~ Gg g—Ag+ Biq—C, 


avec la seule relation B, + A,C, = o. En calculant ¢ + ic’, c — ic’, c” 
et comparant avec (41), ona 


oh re ame meats Gr Ai) 
| (1+ A?) (1+ Ci) = Ae AL) (i +-:G3)° 
A, C,(A,C,— 2) ue 


4 ] 33 ap oes PRIS eS 
054} UE ue) 


(o=—a + AI). 

Je dois rappeler que j'avais six équations, à sept inconnues, à 
résoudre; ce sont les équations (26), (27) et {29); les inconnues 
sont A, B, C, D, b, d, f. Les trois équations (26), quand on y fait 
d = 2, admettent la combinaison (A — B+ C — D)?— 1 — 0 qui peut 
remplacer l’une de ces trois équations, la dernière par exemple. 
Suivant que l’on prend A—B+C—D—rouA—B+C—D-==—7, 
le système des six équations, où l’on a fait d — 2, se décompose en 
deux systèmes de six équations à six inconnues; si une solution 
A, B, C, D, b, f de l’un de ces deux systèmes correspond à des valeurs 
finies de A, B, C, D, cette solution n'appartient pas à l’autre système; 
donc, pour avoir l’ordre de multiplicité de la solution trouvée, il est 
bien légitime de garder les deux premières équations (26), de prendre 
l'équation A—B+C—D =1, et d’y ajouter les trois équations (27) 
et (29), puis d'apprécier l’ordre de multiplicité sur ce nouveau sys- 
tème de six équations. Les formules (42) permettent alors de ne 
conserver que les équations (27) et (29) en remplaçant A, C, B, D, 6 
par leurs valeurs en A, et C, ; à un système de A,, (, correspond un 
seul système pour À, B, C, D, b; mais à un système A, B, C, D, b donné 
correspondent deux systèmes (A,,C,)et (—A,, —C,): en effet, ona 


D 


C=-—pitaAy= équations qui donnent Aj et C;, la formule 


I 
T'es 7 A—D 
qui donne B par exemple montre ensuite comment associer les 
valeurs de C, à celles de A,. Donc les deux systèmes (A,, C,, f) 
et(—A,, —C,, f) sont équivalents : j'ai dit que je ne gardais que 
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trois équations, à savoir (27) et (29) en Ay, C,, /; l'ordre de multipli- 
cité d’une solution (A,, C,, f) sera, d’après ce qui précède, celui que 
nous devons conserver si A, et C, ne sont pas nulles toutes deux et si 
A, B, C, D sont finies. Quant à la réalité de A, B, C, D, b, /, il sera 
nécessaire et suffisant que / soit réel et que A, et C, soient ou réelles 
ou imaginaires pures toutes deux. D'autre part, nous devons encore 
nous rappeler que le changement de f en — /, de A en D et de Ben C 
laisse la courbe (vs) inaltérée et que le changement simultané de signe 
pour A, B,C, D remplace (w) par (w”); donc le changement de C, 


en — qui remplace A par — D, D par — A, B par — Cet C par —B 
1 
et laisse D inaltéré, ne donne pas de courbe nouvelle. Cela conduit 


à poser C, — + =u, Gi+g =" de sorte que b = — A,u — Af —1 


Cy C 
et l'équation (27) devient 
3u — GA + Atu 


1 pe: te. DUR NRIRS 
(43) SEY Cp SN MY LEA TER À 


La première équation (29), où je remplace d par 2 et A, B, C, D, b par 
les valeurs (42), donne 
(44) (3+f)(4—f) (6—f) 

x[— 2b +f) (64+f)+4U+/B+/)+644+N1e 

+ [O(2 +f) (6—f)—2(2 +f) (3 —/)] 
X (3 —f)(4 +) (6 + QG + [r+ f) — (44+ f)] 
x (+ SE+ PU —NIE—PA (a+ 7) 
—6G—f)(4+/)(6+./)(6—f)A;(A:C — 2) = 0, 


équation que j’écrirai en abrégé 


(45) gles + BS + yf? + af+ ef +0) 
tal fS+Bf + y ++ f + 
+ Cy [a fs + BS + PS + aft+ "f+ t'] =o, 


" 


hy Dy vecy Lycos L'or) 6” ne ronfermant que A, et b, c’est-à-dire 
finalement que A, et u. La seconde équation (29) se déduit de celle 


L ; S 2 — 2 
que nous venons d’écrire.en remplaçant C, par T et f par — f, c'est 


ne 
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donc : 
(46) C,[af>— Bf + yf? + df?+ ef —E] 
le DE Chou e pets GE 
€ 
sate G La” f>— 6" f* + FA 2 6" f+ ef — £"] = 0. 
En ajoutant et retranchant membre à membre, on forme deux combi- 
naisons plus avantageuses : 


o[(at a") fit (y+ y fit (e+e ys] 
— u[(8 —B") ft + (6— Ss) f2+6—6"] + api LP +) =o, 


{ 
= ul(a at) ft (yay Fis (— ef] 
+ [CB +B") fet (8 +) P+ C+ C1] + 2(a + y + ef] =o 


(47) 


Si je remplace x, B,..., a’,..., a” parleurs expressions développées 


j'ai aisément : 
_at+oa"—=(1+1A?)(3 + AÏ+Aiu), 
B— B= (3 + A})(3 + A?+ Au), 
yt y'=—52(a + 2"), 
(48) 6 — 6”’-=— 52(6 — 6’), 
e+ e"— 576(a+ x"), 
¢— "= 576(6 — B"), 
| B= 2A,(3 + Af + Au), 6’ = — 528’, fz 5965": 


La première équation (47) prend une forme très simple, en remar- 
quant que J'— 52f* + 576 == (f?—16) (f? — 36), à savoir 
MAO) Ae 1) fe u(A?+ 3) + 4Ay][3 +42 +A. 4] [f? — 36] [ f?—16]=o0. 
La seconde équation (47) prend une forme moins simple, on a 


a—a"=(A?4+ 3)(3 +A, +A4), 
84+ 87=(1+ Aji) 6 + A? + Ayu) — (24 +164; + 4A,u), 
y—/S=—- 5a(a— a”) +12[12+ 4Aj + A,u], 
6 + 6’ =— 52(1+ Af) (3 +A?2+A,u)—(16+ 4oA?+ 10A,u), 
e — 09 = 576(a — ax") — 144[16+12A?+3Aiul], 
tt" 556(1+ A?) (3 + Ai + Au) — 576(4Af + Aiu), 

a'=29A,(3 + Au + Ai), yi 522 + 72A;, 

e' = 5762 — 72 X 361: 


(50) | 


1C*% 
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donc cette équation prend la forme 


(51) [—(A?+3)uf+v(i+ Ai) +4Aif] 
x [34+ Ai+ A,u][f?— 36] [/?—16] 
— (Au + GA) o( ft— 4) (f?— 36) 
+12[12A,— u(4A?+A,4)](f?—36)—24 (ef + 6xu)(f?—16) =0. 


Nous devons donc prendre les trois équations (43), (49), (51) 
en f, A,, C, et tacher d’en avoir une solution numérique, dont on 
doit aussi évaluer l’ordre. Comme l'équation (49) se décompose 
en quatre facteurs, il suffira de prendre l’un de ces facteurs 
3 + A+ A,u—o; pourvu que la solution des équations (43), (51) 
et 3+AŸ+A,u—o n’annule aucun des trois autres facteurs 
de (49), l’ordre de multiplicité pourra être évalué sur ce système 
simplifié (43), (51) et 3 + A? + A,u —o. Remarquons que 
3+A{+A,u=o donne b —2; en tenant compte de cette équation. 


1 | 3+ Ai. pe tj Ev deviont 
Je remplace u par — ate équation (43) devien 


= vit g9+3Ai+7Ai+ A$ 4 
(92) l'E OT SAY a dah ecraASacat 


Comme ¢? = u? + 4 = +9) (ten), si je pose At = a, j'aurai 
ss | 


(53) Pi ae Se RER” Lx er 
(9 + 8x + 30x?+ 1273+ x) 


2 
En tenant compte de u = — aa l'équation (51) se simplifie 
1 


beaucoup; en remplaçant fet f? par les valeurs (52), (53), @ se met 
en facteur; je remarque que » =o entraine C—ei,u —2e,oùe=+r, 


puis A, == — 3ez ou A,= ei, f=0; c'est le cas onf=o,6=d—2 
et où A, B, C, D deviennent infinis; : tendant vers 3, © vers 3 et 


D f é à 
x vers 1; pour un tel système, A, B, C, D étant infinis, une remarque 


antérieure prouve que l’ordre de multiplicité de cette solution pour 
les six équations primitives est nécessairement pair; j'ai d’ailleurs 
signalé sans démonstration que le point à l'infini correspondant sur 
la courbe (A, B, C, D, b, d, f) est d'ordre 12 et isolé. Si donc je 


— 
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supprime le facteur », l'équation (51) devient une équation en x : 


(54) (34+ 18x—9)(9+3r+72+ 2) (0 + 8x +300?+ 1243+ 2!) 
X [(æ+1)(x+9)(9+3xæ+572 +3) 
— 36(9 + 8x + 3027+ 1223+ xt}°] 
+ 2(9+ 32+ 72%+ x)[6(3 + x) (9+ 82+ 3002+ 122+ 2") 
T(r+1)(z+9)(9+3z+72?+x)] 
X [(2+1)(z+9)(9+3z+5a+as) 
— 16(9 + 82+ 30x74 1973+ Ea! 
+ (#—1)[(@+1)(@+9)(9 +324 722+ x) 
—4(9 + 82+ 302*+ 1223+ xt)?] 
< [(@+1)(@+ 9) (9+ 32+ 7224 2) ; 
— 36(9 + 8x + 3047+ 1223+ x*)?] =0. 


L'équation (54) admet encore le facteur (x +1) (a+ 9), comme 
on le voit, en groupant les termes qui ne contiennent pas explicite- 
ment (# + 1)(#-+ 9) en facteur, à savoir 


12(9 + 8x + 3027+ 1279+ r*)§[19(2—1) (9 + 8x + 30224 12234 er) 
— 16(3+ 2)(9+32+ 727+ 23) 
— 3(32?+ 182 —9g) (9 +324 722+ xt)], 


la quantité entre crochets étant égale a 
&+1)(@+ 9)[— 33 — 39x — 31.4? + 32°); 
et aprés quelques réductions simples telles que 
327+ 184 —9g+ 12(3+ 2) =3(x2+1)(x+9) 


ou 
3(9 + 8x + 3027+ 1243+ xt) + (9 + 3r+72%+ x )(æ +1) 


= 4(9 + 9x + 25x?+11x8+ xt), 
on arrive enfin à la forme 


(55) (9+3x +72 +2) (x +1)(2+9)[9+ 94+ 2527+ 112°+ xt] 
+[(2 —107)(9+3x+72x+ xt)? 
+ 3(9+ 8x + 3027+ 12.2% + 2')(—-33—397—31 47+ 32°)] 
| X [9 + 82 + 30x°+ 122°4 xt]? — 0. 


L’équation (55) est le résultat de l'élimination de A, et C, ; l'équa- 
Ann. Ke. Norm., (3), XXXVII. — Mat 1920. 19 
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tion (55) ne contient plus (7 +1) (æx+9) en facteur; le terme 
constant s’annule, cela donne Ai =o, nous écartons cette solution 
d'ordre pair; le premier membre de (55) est en apparence de degré 15, 
mais le terme de degré 15 disparaît; désignons donc ce premier 
membre par — æX(x), où X est un polynome de degré 13, qui, nous 
le verrons, a tous ses coefficients positifs. La forme (55) est très 
avantageuse pour le calcul des valeurs numériques de X; on trouve 
aisément X(—1)= 20? x 48 et 9X(—g)—=180 x19; 10X(—1e)<0; 
donc entre — 9 et —1o il existe pour X (a) une racine de X d'ordre 
de multiplicité égal à l’unité ou tout au moins à un nombre impair, 
soit a,. La quantité A, — va, est imaginaire pure, non nulle; 
V(x+1)(æ + 9) 


u = —2+° oct imaginaire pure, e = EN * 9) oct imaginaire 
S. x 8 PUR Goh À | 8 
u+v pukeeks: 
pure. Or C, = » donc C, est imaginaire pure; A, B, C, D, b sont 


réelles avec la condition AD > 0. J’ai montré plus haut que l’ordre de 
multiplicité de +, sera l’ordre de multiplicité de la solution A,, B., Cy, 
D,, b,, f, pourvu que les trois facteurs de (49) autres que 3+ Aj+A,u 
soient différents de zéro; or nous avons vu que tous les points réels 
de la courbe (ABCD bdf) sont compris entre les plans f= 3 et f= — 3, 
donc le point réel que nous venons de trouver n’annule sûrement pas 
les facteurs f?— 36 ou f?— 16; voyons si 
(Aj+1) fo — u(A?+ 3) + 4A, 
g+324+ 727+ x 

9+ 82+ 3029+ 1224 a’ 
nous savons que pour la solution étudiée f = — A, oF, donc 


(Af+1) fe —u(At+ 3) + 4A, 


est nul ou non; désignons par F la fraction 


prend la valeur 
[— x(x +1) Fet8+ (34+ 2)?+ 4a] 7 

ou 
(tæ+1)(x +9) 


À. [i—(æx+1)F]. 


Or l'égalité 1—(x +1)F = o se réduirait à x(æ?+5æ—1)= 0; la 
racine æ, qui nous occupe pour x n’est pas nulle: d'autre part, — 9 est 
plus petit que les deux racines de x? + 5x —1; done x* +5T—1>0 
et le facteur en question n’est donc pas nul pour x = ay. 


pre 
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. La racine x, considérée est vraisemblablement simple; en tous 
les cas, elle est d'ordre impair : donc A, B, C, D, b, Jf pourront 


être de toutes façons développées en séries à coefficients réels ordon- 
1 
nées suivant les puissances croissantes de d — 2 cE (d—2)*"*", oun 


est un certain entier |; pour d suffisamment voisin de 2, les fonctions 


algébriques A, B, C, D, 6, fde d restent réelles; pourd=2,ona 
A,D, > 0; donc sid reste suffisamment voisin de 2, AD reste positif. 
Or nous savons que si d< 2 (voir § 5), la courbe (c, c’) du plan Oy 
serpente autour du cercle 2?+ y’?=1 et la courbe (w) est réelle (¢), 
composée de m arcs séparés; il en est de mème de la courbe (4). Mais 
sid > 2, comme AD > 0, la courbe (vs) est imaginaire, mais réelle (4), 
la courbe (c, c’) étant tout entière a l'extérieur du cercle 2? + y?=1; 
dans ce cas, la courbe (4) est imaginaire aussi, mais réelle (G) avec 
un choix convenable des constantes d'intégration; les surfaces appli- 
cables sur le paraboloide déduites de (w) sont réelles à centre, la 
surface minima M, est elle aussi réelle (au sens vulgaire). 
A titre d'indication, je donne les calculs nécessaires pour déve- 
lopper X : 
(9+3x+ 72 + 2) = 81 + 54x 4+ 133.2? +602 + 552" +14 x + 28, 
(9+3x+7x + ax) (xr +1)(xz +9) 
= 729 + 1296 x + 1836x° + 1944x°+ 1230 x* 
(56) : + (73625 + 204a$ + 2427+ 2°), 
(9 + 8x + 302?+ 1223+ xt)?” 
= 81+144x + 6042? + 696xŸ+ 1110x* 
+ (7362 + 204 x + 24xT+ x), 


de sorte que l’on peut écrire 


a f?—1 81+144x +1542? + 196.7 + 19.0" 
(57) 8 ~— (9+ 82 + 3027+ 1245+ x*)? 


L’équation (55 )s’écrit, en profitant des calculs (56) : 
ZX = (729 + 25477 + 5013.2? + Gog1 xt + 4711 t+ 148525 + 123.28 + 27) 
x (814 1442 + Go4 x? + 696 x + 11102++ 736.25 + 204.205 + 24.2774 2%) 
—(729 +1296. r+ 1836.27+ 1944.73+1230.r'+-736.05+ 204.084 2427+ 2%) 
X (81+ 1082 + 315.274 246 x + 226.27' + 100.2° + 1025+ 2"). 
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L'équation X = o peut donc se mettre sousjla forme 


729 + 2547a+...+27  729+1296 2 +...+ 7862 + 20426+ 24a x, 


729 TIQUE ER PA Bae Bil ai inks tty eho: Mee 2 
8141084. pe wt BI Ihga +... + 7802+ 204 2 + ahaa 
° 4 4 ÈS À —p' Er 
d’une égalité rs be on déduit ——> = _E ; donc on écrira 
BH b p 


648 + 2439x + 4698. x? + 6345.73 + 4485.x* + 1380 x° + 109 x 
81+ 1082 + 315x° + 2462 + 226x* + 1054$+18x+ x? 
648 + 11527 + 1232x° + 1248x+ 120.2% 
= Bit 14a + 6042 + 69628 +irioz + 7362 + 2044 + 2427+ at 


et l’on forme un rapport égal au précédent en retranchant terme à 
terme les deux rapports : on écrit donc finalement 


648 + 1152x + 12322?+ 1248 x? + 120 x* 
81+144x + 6042? + 696x+ 11102* + 736 x + 204 x$ + 24 x + 2 


1287 + 3466.c + 5097r° + 4365 2% + 1380x* + 103.2° 
~~ — 36 — 2892 — 450a?— 884 2? — 631 2* — 1862 — 2326 — x? 


on pourra donc écrire, comme le prouve la comparaison des termes 
pti | 


(58) X=(81+144x+6012° + 696.03 +11102 + 736.75 + 204 25 + 2427+ 2° 
X (1287 + 34662 + 5097 2? + 4365 x + 1380 x* + 109 x 
+ (648 + 1152.2 + 1232x? + 1248.73 + 120x) 
X (36 + 289.2 + 4502? + 8842+ 631 x + 186 25 + 2326 + x? 


et ceci prouve que X a tous ses coefficients positifs. 

Les méthodes classiques permettent de calculer 2,, surtout en 
utilisant la forme (55); on trouve aisément que x, est compris entre 
— 9,18 et —9,17, d'où résulte pour /, en utilisant la forme (57), 
0,86996 > /, > 0,8564. Il y aurait intérêt à se rendre compte exac- 
tement de l'intervalle où peut varier / sans que la solution réelle 
mise en évidence cesse d'exister, soit parce que les inconnues 
deviennent imaginaires, soit parce qu'elles deviennent infinies; 
comme pour f=o, toute solution est nécessairement infinie et 
comme pour f/=1, le calcul fait précédemment montre qu'il n’y a 
que des solutions imaginaires ou rejetées à l'infini, l'arc de courbe 
réel (A, B, C, D, 6, d, f) dont nous avons prouvé l'existence est cer- 


ag «un 


a ee nniianioden 
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tainement compris entre les plans f=o et f —1; nous n’avons ni 
reconnu les limites exactes de cet arc, ni indiqué s’il y a ou non 
d'autres arcs réels. Les considérations du paragraphe 9 conduisaient 
à étudier une courbe (b, d, f) représentée par des équations 
F(b, d, f) = 0, ®(b, d, f)—0 : en éliminant fon aurait une courbe 
Ÿ(b, d)—0o, admettant le point b=2,d=2 pour point multiple 
d'ordre 25 au moins, car le point b=2, d=2, f=o est isolé 
d'ordre 12 et le calcul précédent a montré que, pour b= 2, d =», 
nous avons treize valeurs finies non nulles de /, au moins. La courbe ) 
admet l’origine pour centre, elle est donc au moins d'ordre 5o et cela 
prouve bien que nous ne pouvions surmonter la difficulté que par 
une voie détournée. 

Nous avons, en tout cas, démontré rigoureusement l'existence de 
courbes (4 ) algébriques réelles à torsion constante de degré et genre 
arbitrairement grands; nous avons prouvé l'existence de surfaces 
non unicursales applicables sur le paraboloïde, ou de surfaces minima 
circonscrites à la sphère dont certaines présentent des propriétés 
intéressantes de symétrie ou de rotation. : 


11. L'exemple qui précède a été obtenu en prenant la courbe (1! 
P 
du paragraphe 5, formules (20), et y faisant A = 2. Pour À = 3, il est 
parag , 
donc à peu pres hors de doute qu’on doit trouver des solutions à un 
paramètre. Nous allons le vérifier et, cette fois, bien que les équations 
et les inconnues soient en nombre plus grand que dans l’exemple qui 
précède, la vérification se fera aisément, sans aucun calcul. 
Nous écrivons donc pour la courbe (1) 
à A Sn B REL 3m + ) ami mi F 
Aire Ua Jef et ER, E 7 a 7 À —) 

ee “4 A ae Bg™+ Cg” dE D 9°" + Eg"+ Fg;" 
(59) i sho ques’, 4 
& (gt + ag" + bq?" + aq" + 1)V— AF(q?" + pg” +1) 


eo 
VES 5m 


q? 


Suivant la marche du paragraphe 5, nous avons neuf inconnues, 
A, B, C, D, E, F, a, b, u entre lesquelles l'identité cc’? + ¢? = 1 
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établit cinq relations; l'intégrale [ (e + ic’ )d(e— ic) donne une 
relation qui, pour la réalité de la courbe (a), exige que r reste com- 
pris dans l’intervaile 0,5 m. Enfin l'intégrale f c'd(e + ic’) donne 
deux relations, que l’on peut former en écrivant 


a 3 
ee: ‘ 2m m 2p m 
(60) fe ace ict) =A er RE, 
qq? Se ae 
ou P, représente un polynome entier de degré 7. 


È or id ; J 
Les neuf inconnues sont, une fois — donné, liées par huit relations. 


ls Lee . . 5 . . . 
Je considére 7 aussi comme inconnue, de façon à avoir dix variables 
liées par huit équations algébriques; je vais prouver qu'en particula- 
: ‘ 4 eS - a EE 
risant deux de ces variables, à savoir — que j’égalerai à =, et u que 
m 24 2 ' 


j égalerai a 2, les huit équations ont, par rapport aux huit variables 
restantes une solution réelle d’ordre de multiplicité égal à l'unité et cela 
suffit pour affirmer l'existence d’une infinité de courbes (-t) réelles 


algébriques pourvu que — reste dans un certain champ réel admettant 
m . 


5) DE . : 3 
= pour milieu, et que uw varie par valeurs réelles dans un certain 


intervalle au voisinage de 2. Pour - fixé dans ce champ, x jouera le 
rôle d’un paramètre arbitraire. 
5 
2 
quelconque, la courbe (59) sera de genre 1 et servira d’indicatrice des 
torsions à une courbe (4) unicursale de degré 16; au Chapitre IV, 
j'ai prévenu que cette courbe est l’exemple le plus simple pour lequel 
le cone directeur des binormales a une directrice sphérique non uni- 
cursale; ce cône a quatre génératrices isotropes d'indice 5. 

D'autre part, pour u. = 2, quel que soit =, la courbe (59) dégénère 
en courbe unicursale. 

Ceci explique pourquoi il est avantageux de considérer la réunion 
de ces deux circonstances : = oe = et u = 2. Si alors les huit équa- 


LR x , A . - 
Je rappelle que, pour — égal à =, c'est-à-dire r= 5 et m=2, et 


RE 
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tions aux huit inconnues A, B, C, D, E, F, a, & les déterminent, nous 
aurons une courbe sphérique 


Ag+BgS+Cg+Dg +Eg+F 
ws A nt a Mi wi Ja 


C+ic'=—= : 
q 
2 A+B + Gig* Das Eq 10 
(61) eee ane pep os ts: Bigs 2 ch bi Lg 
on — (Prag + bg'+ ag?+1)(q?+1)V— AF 
aes | 2 


GR 


jouissant des propriétés suivantes : elle est du dixième degré, admet 
le centre de la sphère pour centre (changement de g en —g), 


admet le plan zOa pour plan de symétrie (4 en =) 3 le cone C qui 


s'appuie sur elle est du cinquième degré et n’a que deux génératrices 
isotropes obtenues pour g = 0 ctg =; pee qui correspond à g — 0 

AY) BA 
F eis TEE AF? 

Or nous connaissons, d’aprés les paragraphes 7 et 10 du Cha- 
pitre III, toutes les courbes réelles qui satisfont à ces propriétés; elles 
dérivent par une rotation autour de Oy de celle qui a pour équation 


a pour équations — enfin (-1.) est unicursale. 


(62) a= dr V3 q° B —— 1+ Vag? 
5 eae ah VA > 7) SET 5 
V5g—1 V5g—q 


Elles sont donc comprises dans le type à un paramètre 


cosw(q5+ ÿ5q° Pet dE Er} 
= sina(g + V5 gt) + cosw(V5 9° 1} 


ass 
a: | cosa (1+ Vg) + sino (V5q?— 4°) | 


i — sinw(1 + V54q°) + cosw(V5g?— q°) 
Pourg —1, 
cs, CECTA é= 0, c'=—I, cles 0% 
Pour g =—4, 
a =, Br ee De | MT A Lo | C= 0: 


Toutes ces courbes (63) passent par les extrémités du diamètre Oy, 


152 © BERTRAND GAMBIER. 


ce qui était facile à prévoir, carz et — à étant égales et de signe con- 
traire d’une part, et d’autre part ayant 1 pour produit, les deux points 
correspondants sont à la fois symétriques par rapport à l'origine et 
par rapport au plan æOz. 

I] faut maintenant expliquer pourquoi le cône du cinquième degré 
dégénérescence du type (59) ne contient pas de paramètre, tandis 
que celui que l’on déterminerait directement en partant de (61) 
contient le paramètre w, paramètre de déplacement et non de forme. 
Pour déterminer un tel cône, il est théoriquement indifférent 


d'adopter soit la marche du Chapitre I, soit une marche analogue à 


celle qui a servi dans ce Chapitre. Partons donc des équations (61); 
nous avons les huit inconnues A, B, C, D, E, F, a, b déjà emplovéts 
pour (59); l'identité c? + c'?+ e’* = 1 nous donne les cinq équations 
déjà écrites, sauf qu’on y remplace m par 2, r par 5, w par 2. L’inté- 
grale /(c + ic’ )d(c —ic’) donne la même équation que précédemment. 
Mais l'intégrale fe" d(c + ic’) ne donne qu’une équation, obtenue en 
Vrac . et ic! ; 

écrivant que le produit a ne contient pas de terme en = Le 


résultat de l'intégration sera alors, pour (61), 


er fora + ic') 
— RB ag A Bag 2 s+ 2 gt un 2 LS 
g" 


le coefficient 4; restant arbitraire; on peut profiter de l’indétermi- 
nation de wu; pour rendre le polynome w.g?* + ...+ ty» divisible par 


: d (ug?+...+ 1 
+ 1, et alors puis ue 7 (He Be) = — (9° 
g #1; puisque 7 7 ane DS He AE: 


le polynome ».q°° +... + p,, est divisible par (g° + 1)?. On pourrait 
donc, toujours théoriquement, obtenir la relation provenant de 
ferde + ic’) en écrivant- 


fe'de+ie) == v= ES 1) Pe(g), 


où P, est un polynome du huitième degré. 


PP PR a eee mt ne dia an movie entiers le te te+ 
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Au contraire, pour le cone dégénéré de (59), on doit écrire 


ferafes tas Star a Fa) 
q 
ou P, est un polynome du huitième degré. 

C’est de la que provient la différence; en se bornant a la forme 
—VAF(g?+1)"Ps (9?) 
ge 
peut déterminer en écrivant que P,(q?) =(q?+1)P,(q?). Il suffit 
de donner l'interprétation géométrique : quand wu, est déterminé de 
façon à ce que ug*°+...+u,, soit divisible par g*+1, on trouve 
l’exposant de g?+-1 en forçant d’une unité l’exposant de g? + 1 dans 
n d(c+ic'), 

son 
soit divisible par (q?+-1)?; comme c” contient déjà le 


pe a Li Al 
d’intégrale » il reste un paramètre w, que l'on 


le produit c nous devons donc nous arranger pour que 
d ic! 

c” (eFue") 

dq 

facteur g?+1 en évidence, il y aura deux moyens différents : 
lie de: oa a {a 

g° + ag° + bg + aq?+ 1 sera divisible par g?+1 ou bien LT 
sera divisible par g?+1. Pour réaliser le premier cas, il suffit de 
faire tourner la courbe (62) de façon que la tangente à l'extrémité de 
Oy devienne parallèle à Ow; pour le second cas, cette tangente 


deviendra parallèle à 0. On a ainsi l’interprétation géométrique très 
simple des deux conditions fournies par l'intégrale fe" d(e+ ic’) pour 


le cône dégénéré de (59) : elle exprime non pas seulement que la 
courbe (4) est unicursale, mais encore que l'orientation de la courbe 
dégénérée (61) est celle que nous avons dite. 

Dans ces conditions, quand on nous donne les huit équations du 


: « — , r 5 : 
début, où y a été remplacé par 2 et — par =; puisque nous avons 


l'interprétation géométrique exacte, il est indifférent de garder ces 
inconnues A, B, C, D, E, F, a, b ou de prendre une autre méthode : 
on peut faire intervenir le trièdre OXyZ obtenu en prenant pour plan 
OXy le plan du couple isotrope du cône dégénéré et appeler 2w 
l'angle de ce plan avec Oxy; alors les équations se partagent en deux 
groupes dont l’un donne toutes les inconnues autres que © et dont 
l’autre donne tangw. Dans le système OXyZ, en reprenant les nota- 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIL. — Mai 1920. 20 
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tions du Chapitre II, que le lecteur ne confondra pas avec celles de 


ce paragraphe, j'écrirai 


__ÿ+Ag'+Bg+Cg+Dg = 1+Ag+Bqg?+Cg?+ D7 


(65) a= cgi Bg+Aqar > —Dq+cg—Be+Ag—g 


et j'obtiens le système de quatre équations à quatre inconnues 


MI) = 0; 
B+ AC =, 
(66) / (2— B)AC?— BC(3A2— B?— C? — 5) + A(B — 2) (B?+ 2AC) 
— (AB + €)(AC — 3B) — C(A?+ 2B) = 0, 
C+—5—(B?—2AC)? 3(A'—aB)*=o. 


Ce système a diverses solutions : nous l’avons discuté et reconnu 
qu'il admet une seule solution réelle à savoir À = 0, B = 0, C = V5; 
D =o. L'ordre de cette solution est l’unité, comme on le voit aisé- 
ment; cet ordre est bien celui de la solution numérique mise ainsi en 


évidence pour les huit équations primitives, que nous n'avons pas - 


même écrites : cela tient, somme toute, à ce que l’on a fait un chan- 
gement de variables; les variables du premier système s’obtiennent 
rationnellement au moyen de celles du second, puisque €, c’, c” 
s'expriment rationnellement en x, 8; inversement, celles du second 
s'expriment rationnellement au moyen de celles du premier, puisque 
2, 3 s'expriment rationnellement en c, c’, c”. Dans un tel changement 
de variables, l'ordre d'une solution numérique reste ce qu’il est. La 
vérification annoncée a done complètement réussi. 

Dans cette solution particulière, la courbe (61) étant réelle, AF est 


nécessairement négatif; donc si wu et Z restent voisins de 2 et =, 
AF sera encore négatif et alors, si x est supérieur à 2, la courbe (x) 
définie par (9) sera réelle et se projettera sur le plan æ0y suivant 
une courbe (¢, c’) toutentière intérieure au cercle &?+ y? = 1. Siu, 
au contraire, est inférieur à 2, la courbe (w) sera toujours réelle, mais 
la courbe (ce, ¢’) serpentera autour du cercle + y?=1. 


12. Ce qui précède suffit à convaincre que, pour toute valeur de A. 
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on aura des courbes algébriques à torsion constante du type (20) 
à À — 2 arbitraires, puisque pour A= 2 et pour = 3 la proposition 
est vérifiée. Il est vraisemblable aussi que pour toutes les valeurs de 4, 
il y en aura qui seront réelles. 

On pourrait multiplier les exemples de cette nature; on -pourrait 
conserver les deux premières équations (20) donnant cet c' et sup- 
poser que le radical carré entrant dans c” porte par rapport à q” non 
plus sur un polynome du second degré, mais sur un polynome de 
degré 4, 6, 8, .... Mais tout cela conduit a des calculs inextricables ; 
le résultat essentiel consistait à prouver l'existence de courbes algé- 
briques à torsion constante de genre ou de degré arbitrairement grand 
et nous l'avons atteint, en spécifiant même la réalité de certains 
types. 

Les exemples donnés sont du type hyperelliptique; on pourrait se 
proposer de trouver d’autres exemples qui ne soient pas du type 
hyperelliptique. La recherche est sans doute assez pénible et devrait 
être guidée par les mêmes considérations que dans ce Chapitre; on se 
bornerait aux cônes admettant certaines symétries et un axe de 
rotation. 

Les exemples de ce Chapitre nous ont donné des types curieux de 
surfaces applicables sur le paraboloïde ou de surfaces minima circons- 
crites à la sphère. 


NOTE. 


RECHERCHE DIRECTE DES COURBES UNICURSALES A TORSION CONSTANTE. 


L. Soit une courbe unicursale de degré m représentée par les 
équations 


y(t) | 
7(4) 


t 
(1) 2= = ds = 
f, 2, t, 7, étant polynomes entiers en ¢ de degré m; cela fait un total 
de 4(m+ 1) coefficients homogènes; en déduisant les six paramètres 
du déplacement le plus général, les trois paramètres de la substitu- 


14. 
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tion homographique la plus générale sur £, j'ai 4(m +1)—1—6 —3 
ou 4m — G paramètres de grandeur; en tenant compte de l’homothétie 
la plus générale, il ne reste que 4m — 7 paramètres de forme pour la 
courbe la plus générale unicursale et de degré m. Ce résultat est bien 
connu pour m=2, le paramètre unique de forme est l’excentricité 
de la conique. 

Supposons » au moins égal à 3, et écartons le cas des courbes 
planes. Cherchons le nombre des conditions à écrire pour exprimer 
que le rayon de torsion est constant. Appelons T ce rayon; 2’, x”, x", 
y', ... les dérivées des trois premiers ordres de x, y, z par rapport à ¢; 
je poserai 


gn ¥ zs’ — aly", b— 3! a xs", e — z'y"— y' a", 
bes opines ft uttine ott 
A = x y" 3" : A, = J ? Ÿ ra + 
Re g” yp” we 
(2) an of a” ” ” m ” 
PAT i FOR 
as ae Fox TERRE 
a, — o' yy’ re ; b, = y’ Fi rk k Ci — i g! x 
OR aa ALI PR a fae A 
J'applique la formule classique 
(3) 3 SSS 


A 
On trouvera aisément les relations 
a = Y'a, = y¥* 5, Ci Se 7 e, A,=— ‘A, 


pa Ut bite 2 


yA, 


(4) 


Si l’on prend les dérivées d’homogéenéité de /, ©, b, x, par rapport à 
la variable d’homogénéité que j'appelle 0, on trouve aisément 


er I m M r m 
| 1 Siw Sao Sols 
Pp: Poe i 
Pe I . # # 
| GE ntm) Ve Yor |. 
ia 46 Xer Yr 


(5) 


“NET 


de mans gp ie 


ee ee CE) 


EO nids, 
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Le numérateur de T dans la formule (4) est donc de degré 
6 (6m—2); au dénominateur le degré est 2m + 4(m—3) = 6(m—2). 
Nous pouvons donc déterminer toutes les courbes de degré m, unicur- 
sales et à rayon de torsion constant, s’il en existe, en laissant indéter- 
minés les coefficients des polynomes /, +, , y et écrivant que les 
deux termes de la fraction T ont leurs coefficients proportionnels. 
Cela fait 6(m— 2) relations entre 4m — 7 paramètres de forme. Or 
la différence 6(m — 2) — (4m—7) est égale à 2 (m—3) +1; comme 
lentier m est au moins égal à 3, le nombre des équations surpasse 
toujours celui des inconnues. 

Si donc on se bornait à cette énumération simultanée d'équations 
et d’inconnues, on pourrait être tenté de croire qu’il n’existe aucune 
courbe unicursale à torsion constante. Or j'ai, dans tout le cours de 
mon travail, bien insisté sur l'insuffisance d’un tel procédé : il faut 
s'assurer si les équations obtenues sont ou non distinctes. 

Le fait qu’il existe des courbes à torsion constante unicursales 
entraine cette conséquence que les équations obtenues ne sont pas 
distinctes. D'ailleurs, il suffit d'étudier de plus près la contexture des 
deux termes de T pour s’apercevoir que l’on doit réduire de beaucoup 
le nombre des équations trouvées. On doit faire intervenir l’ordre de 
multiplicité des racines du numérateur et du dénominateur. 


2. Nous obtiendrons d’ailleurs par cette méthode, appuyée sur les 
résultats obtenus d’autre part, divers résultats géométriques intéres- 
sants. D'ailleurs je signale, sans développer ce point, que cette 
méthode directe pourrait servir à établir directement la presque 
totalité des résultats obtenus par la considération du cône directeur 
des binormales. 

Les polynomes a,, b,, c, ne sont pas nécessairement premiers entre 
eux dans leur ensemble; soit d leur plus grand commun diviseur. 
J’écrirai donc a, = da,, 6, = db,, c, = deg, et 


d?(at + bi + c) 
(6) T= ery ape ea AU 


a,, ba, ©, sont les paramètres directeurs réduits de la binormale au 
point ¢; l'équation a} + 6} + c;=0 donne les génératrices isotropes 
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du cône C des binormales. Nous avons vu que si la courbe (-1.) est à 
torsion constante, toute racine de a+ bi + ci = o est racine de y et, 
réciproquement, toute racine de y est racine de a; + b;+ c;,, mais 
les ordres de multiplicité ne sont pas nécessairement les mêmes. 
Nous verrons d’ailleurs que toute racine de a; + 6} + c est nécessai- 
rement racine de d sans exception et racine de A,, sauf un seul cas 
exceptionnel (indice égal à 4, degré et classe du cycle isotrope 
égaux à 1). 

Soit une racine de a; + 6; +c} d'ordre z : cet entier £ est celui que 
nous avons appelé indice; nous avons vu que 7 admet cette racine 
avec un ordre égal à 1 —p. 

Portons maintenant notre attention sur un point à distance finie 
de (-L); au voisinage d’un tel point, si l’on prend ce point pour origine, 
la tangente pour axe des æ et le plan 2Oy pour plan osculateur, on 
pourra développer en série les coordonnées du point æ, y, z en fonc- 
tion d’un paramètre ¢, nul pour ce point. On a alors 


(7) i a PIS Y=pet +s. oa Yr ES 


pest l'ordre de multiplicité du point, les plans pivotant autour de la 
tangente ont p + q points communs avec la courbe, le plan osculateur 
ap + q+s points communs avec la courbe. 

On calcule aisément 


a=(p+q)(p+q+s)sPyttetats-3 4, 
b=—p(Pp+ +s) (q+s)yattPtits-34 |, 
c=p(p+q)qaberrr7-34+.,.,, 
(8) { A=p(p+g)(p+qg+s)gs(g+s)aBytrtiars-s +, 
xc" = p(p—1)(p—2)atP-3+,,., 
J"=(Pp+gq)(p+q—1)(p+qg—2)Bertis +... 
a" =(P+O+S)(P+q+S—1)(ptg+s—a2)yerrareay 


On voit que a, 6, c contiennent tous les trois le facteur commun ¢ à 
la puissance 2p + g — 3 positive ou nulle; de même A contient 4 à la 
puissance 3p + 2q + s—6 positive ou nulle; comme le quotient de 
a* + b?+ c? par A est une constante, il est nécessaire que 


4p+2q—6=3p+.2q+s—6 


ur 
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ou simplement p=s. La démonstration suppose simplement que la 
courbe (4) est algébrique, ne spécifie pas que le genre soit nul. Nous 
avons un résultat géométrique intéressant : les entiers p, g, s ont des 
significations géométriques très simples; pour toute courbe alg¢- 
brique à torsion constante, en tout point à distance finie de la courbe, 
nous portons notre attention sur le cycle porté par ce point ou sur un 
cycle, au cas où il y en aurait plusieurs; ce cycle est caractérisé par 
les trois nombres p, g, s, on a p=s. D'autre part, 2p +9 — 3 n’est nul 
que si p=gq =1; pour un tel point, on a aussi s=1 et 3p+2q+s—0 
est nul aussi; cela prouve qu’il n’y a, sur une courbe algébrique à 
torsion constante, aucun plan osculateur stationnaire proprement dit, 
car pour un tel plan, sur les courbes qui en possèdent, onap—q—=1, 
s>22. Si nous revenons aux courbes unicursales, toute racine de l’un 
des polynomes a’ ou A,, qui n’est pas racine de y, est racine de l'autre 
polynome avec le même degré de multiplicité. 

On peut se demander si la propriété p = $ subsiste ou non pour les 
points à l'infini; elle subsiste pour les points correspondant à un 
cycle isotrope du cône C du type : degré inférieur à la classe. Elle ne 
subsiste pas pour les cycles isotropes C du type : degré égal à la 
classe. Il suffit de se reporter au Chapitre II, où, cette fois, j'ai 
appelé p le degré du cycle isotrope de Cet g la classe; le résultat est 
encore ici indépendant du genre de (4). Les entiers représentant le 
nombre de points confondus avec le point considéré commun à la 
courbe & et à un plan passant par le point, ou pivotant autour de la 
tangente, ou confondu avec le plan osculateur, sont : 


Sig > Ps 
Siqg=P, 


Py 4 PQs 


Po Po tak, si 7 <P; 
Ps AP PTT SUN pe 


L’exces du nombre de la troisième colonne sur celui de la seconde 
est égal au nombre de la première colonne pour 7 >p; pour g =P 
etr<p, cet exces est p — rinférieur ap; pour g =p etr>p, l'excès 
est r — p, qui n'est égal à p que sir — 2p. 


3. Etudions maintenant les points à l'infini de (4); on trouve aisé- 
11% 


pe 
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ment 
at a'—iy' ; ght le iy’ 
b+ita=| , Na y CEST EE ta. tke 


a+ iy" a’ —iy" L 
et je reprends les notations adoptées au Chapitre II (§ 4 et suivants). 
Si le point à l'infini est a typei=2p,q=p+s, 


72 A2B?2 
-6+ta=— A*B 


P(p+s)erF+.. 


care 


(10) b— ia — fg} 


es sara A: 

Si nous multiplions par y”, comme y contient ¢? en facteur, on voit 
que b, + ia,, b,—ia,,c, contiennent respectivement en facteur /**??-*, 
+spri—s, 1323, donc dans d j'aurai le facteur ¢**??-*, qui a un expo- 
sant non nul, car p=s est impossible en courbes algébriques et, 
d’autre os s+ 2p—3==0 exigerait p—s—1. Nous savons que 
a, + 6! + c, contient ¢?” exactement en facteur, y? aussi; donc A, doit 
contenir en ‘facteur s+2P-8) : tous ces résultats se vérifient aisément. 
Nous avons ainsi vérifié que dans ce cas toute racine de a; + 6} + c; 
est racine ded etA,, 

Soit maintenant le cas où le point à l'infini est du type 7 = 4 +7, 
qg =p. On a cette fois 


2 3 
SA EN eee 


b + ia — DE. 


tP- 2r—3 +. 


(11) <p ABi 
c= te. 

En multipliant par y*, comme y, contient {+ en facteur, on voit 
que b,+1a,, b,—ia,, c, contiennent respectivement en facteur 
PPS, PEUR APT, donc d admet le facteur ¢??+"-*, d’exposant non 
nul, puisque p=r est impossible en courbes genes et que 
2p+r—3=0 exige p=r=1. L'expression a? + b?+ c? contient 
le facteur 4£??+", de sorte que le numérateur de la formule (6) contient 


in 
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le facteur ¢*”+"-2) ; |e dénominateur devant admettre ce méme facteur, 
comme y* admet le facteur #?*#, on en conclut que A, admet le 
facteur ¢’?*"-", ce qui est facile à vérifier directement; l’exposant 
4p +r—Oest toujours positif ou nul : en effet, si P=1,r ne pou- 
vant égaler p, on a nécessairement r°2 et {p i-r—6=r— 220; 
sip >1, 4p—O6 est au moins égal à 2; donc ip +r—One s’annule 
que sip =1,7r=2 et dans tous les autres cas il est positif. On a bien 
vérifié encore que toute racine de a? + b? + c? est racine de d dans 
tous les cas; elle est racine de A,, sauf la seule exception p=q =I, 
to À. 


4. Le polynome d s’annule pour tous les points à l'infini de (4); 
je considère le polynome formé par les facteurs primaires de d autres 
que ceux fournis par les points à l’infini; soit à le degré de ce poly- 
nome; à est positif ou nul. 

Je démontre en passant une propriété simple s'appliquant, même 
si le genre n’est pas nul, aux courbes (4) réelles algébriques n'ayant 
que deux points à l'infini. J’appelle u le degré du cône C, je conserve 
les notations du Chapitre II; chacun des deux cycles isotropes de Ca 
pour indice u, je veux prouver que ces cycles sont du type, degré et 
classe égaux. J'ai expliqué que l’on peut écrireg = p+s,t=2p+r, 
s et rétant deux entiers dont l’un est nul, l’autre positif non nul. On a 
donc ici u = 2p +r; d'autre part, comme le plan tangent au cône C 
suivant chaque génératrice isotrope donne p+ qou 2p + s genera- 
trices confondues avec la génératrice de contact, on a 2p+s£u; en 
comparant avec 2p+r=uet songeant que r ets ne sont pas nuls 
tous deux, il faut nécessairement que s soit nul; c’est ce qu'il fallait 
démontrer. 

Nous supposons, de plus, (-) et © unicursaux : alors 4, et 4, étant 
les valeurs du paramètre donnant les deux cycles isotropes, d contient 
les facteurs (4 — 4,325 et (t—1,)??*" *, ou (¢— 4, M3 et (4 — 4). 
Les égalités a,=a,d, b,=b,d, c,=c;d, où a,, b,, c, sont de 
. degré 3(m — 2) et a,, b,, c, de degré x donneront donc, puisque 
m=ÂZ{(p+r)=u+r,3(m-2)=u+ 2Uu—6+50ou 3r — 0. Dans 
ce cas, à n'est pas nul. 

Voyons ce qui se passe pour le cône C unicursal réelle plus géneral: 
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je comprends tous les cas en écrivant que 4, étant le paramètre d'un 
cycle isotrope de C, d contient le facteur (1 — 4 PT, je rappelle 


. . r r 

les résultats :=2p+r, Li=24, m= E(p+r) = > (p+ =) + >< | 
OU M = U + se Je pourrai donc écrire, comme précédemment, 
3(m—-2)=uw+E(i+s—3) +4; soit Ale nombre des couples de 
cycles isotropes conjugués; cette équation devient, en remplaçant 
E(i+s— 3) par Zi + Es — 23 ou 2u+ Es — 064, 
(12) 20—3È2r—2Ès+12(h —:). 

Donc dans le cas où il n’y a aucun cycle du type, classe supérieure 


au degré, Zs est nul et le nombre & est différent de zéro; on voit 
même que, dans ce cas, il est multiple de 3. 


5. Il n’y a plus alors de difficulté à donner un exemple de courbe 
à torsion constante unicursale, obtenue directement en écrivant que 
le rayon de torsion est constant. Je considére la courbe 


: LEE A sin(2m+p)9+B sinpo + C sin(p — 2m)9, 
(13) y —=—Acos(2m + p)z — Bcospo — Ccos(p — 2m), 
| FR sin2 m9. 


où » et p sont deux entiers positifs (si p est pair, il semble vy avoir 
intérêt à prendre 22 pour paramètre, mais la suite légitime cette facon 
d'écrire ). | 

Ici, il n'y a que deux points à l'infini; done les trois expressions 
ve" sty, s'æ"— xs", x'y"— v'r" doivent avoir un facteur 
commun, quel que soit d’ailleurs le paramètre employé; ici, = est 
particuliérement avantageux; on sait même que le facteur doit être 
d'un degré multiple de 3, si l’on revient à un paramètre algébrique. 
On vérilie aisément que la courbe (13) admet Oz pour axe de rotation, 
Oy pour axe de symétrie. On vérifie aussi que 


J's"— 53" = Leos(p + 4m)o + L, cos(p + 2m) + L, COS po 
| ve L; cos (p —2m)9 + L, cos(p —4m)o, 
(14), Z i — 22 =L sin (p + 4m)o +L, sin (p + 2m)o + L,sinpo 
| + Lisin(p—2m)o + L, sin(p —4m)o, 
gp" y'2"=M cos4mo + M, cosamo + M, 


Là 
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puis, que 
! / Py] 


’ ye tf 
(5) A=| 2" y" 3s" |—Ncos6mo+N, cosmo +N, cos3mg + N. 
4 


[A ELA 
“ 


L'avantage ici est que, pour les quantités appelées précédemment 
a,, b,,¢, ou A,, les facteurs relatifs aux points à l'infini se trouvent 
automatiquement éliminés avec le paramètre +; A devra être le carré 
du facteur commun à a,, b,, c,; il en résulte que ce facteur est néces- 
sairement de la forme æcos3m2 + Bcosm?, et l’on doit pouvoir 
écrire 

y's" — 3" = [A cos(p + mp +pcos(p —m)y] 
x [2xcos3mo+ 26 cosmo], 
(16) 3! a" — a's"=[Asin(p + m)o+psin(p— m)9| 
_x [2acos3m@ + af cosmo], 
x'y"— y'.r"=[cosmo][2acos3mg + 26 cosm@], 


A=(2«cos3mo + 28 cosmo)’. 


Ici il sera même inutile d’écrire la dernière égalité (16), car d’après 
la formation même de A, tout facteur simple commun aux trois 
mineurs de la dernière ligne du déterminant A est nécessairement 

: - Siys'— er)" : 
racine double de A. Alors, puisque T= — ——{——_, il suffira 
d’adjoindre aux équations précédentes la condition que 


22+ p?+ 2hp cos2m9 + COS*MY 


soit une constante, c’est-à-dire 4Au+1=0, en remplaçant cos’ m¢ 
par en D’autre part, pour écrire que les trois premières 
équations (16) sont vérifiées, il suffit manifestement d'écrire 

[A cos(p + m)9 + pcos(p—m)p]x" 


+[Asin(p+ m)o +psin(p—m)p]y'+ cosmo 3 =0, 


45 | Lacos(p+ met woos(p —m)¢ 2" 


+ [Asin(p + m)o + psin(p—m)g]y"+ cosmg s'= 0, 


ear cela revient, au fond, à la proposition suivante : si les trois poly- 


164 BERTRAND GAMBIER. — SUR LES COURBES A TORSION CONSTANTE. 


nomes A, B, C entiers en æ sont proportionnels à trois polynomes : 


A,, B,, C, premiers entre eux dans leur ensemble, A, B et C sont des 
équimultiples de A,, B,, C,. Or on trouve immédiatement que le 
premier membre de chacune des expressions (17) est de la forme 
hcos3my + kcosmz pour la première, k'sin 3m + k’ cosmg pour la 
seconde. On a donc finalement le système de cing équations à cinq 
inconnues À, B, C, À, u : 


(2m+p)AA+ pBX+pBp+(p—2m)Cp + m—o, 
(am+p)Ap+(p—2m)Ch+m=o, 
(18) ¢ —(am-+ p)?Ad + p*BA— p*B yp + (p—2m)?Cp—am?=o, 
—(am-+ p))*Ap+(p—am)?CaA— am*=o, 


4aAp+izo. 


Les deuxième et quatrième équations (18) donnent 


ki —m oe —m 
~ 2(2m+p)p "7 a(p—amya 


Comme les troisième et quatrième équations donnent par soustraction 
[(2m-+ pYA — p*B + (p —am)C](A— p) =0. 
j'aurai, en éliminant A—w=o0, qui ne pourrait donner que des 
solutions imaginaires, 
ROLE Lu ee 
2p? mn À 


et alors, portant dans la première équation, j'obtiens après réductions 
simples (m+ p)\?=(m — pu. 
Je déduis de là 


d'où A, B, C sans effort. Les valeurs de À et uw trouvées montrent 
que nous avons retrouvé l'exemple de M. Fabry, déjà signalé, au 
Chapitre [I] [§ 7, formules (24)]. Ici, nous avons d’un seul coup et 
l'indicatrice des torsions et la courbe (4) elle-même. 


> © 0.0 <e—_ 


ne a 


2 ee ee ee 


SUR QUELQUES PROPRIETES NOUVELLES 


DES 


FONCTIONS ENTIÈRES OU MEROMORPHES” 


(DEUXIÈME MÉMOIRE ): 


HR PNR TETE 


Exposé succinct. 


I. J'ai étudié dans un premier Mémoire (Annales de l’École Nor- 
male supérieure, avril 1919, p. 93-125) l'allure d’une fonction entière 
ou méromorphe au voisinage de l'infini, quand on chemine sur des 
courbes semblables à une courbe donnee aboutissant à l'infini, et obtenu 
ainsi des propositions nouvelles qui précisent le théorème classique 
de M. Picard. Dans ce second Mémoire, on s'approchera du point à 
l'infini, suivant un mode discontinu régulier en considérant, à partir 
de tout point z, du plan, les points successifs 2,0, 3,07, ..., 
395". ..., Où 5 est un nombre complexe de module > ret, par ailleurs, 
quelconque. Pour étudier l’allure d’une fonction entière ou méro- 
morphe, lorsqu'on approche ainsi de l'infini, on continuera d’appli- 
quer la méthode des familles normales de fonctions analytiques, qui à 
servi au premier Mémoire. Il arrivera souvent que les raisonnements 
faits au cours de ce premier Mémoire pourront s'appliquer avec des 
modifications minimes aux questions qui vont nous occuper: dans ces 
cas-la, on se contentera de renvoyer le lecteur au premier Mémoire, 


(!) Le lecteur reconnaitra aisément que les démonstrations du présent Mémoire s’ap- 
pliquent aussi bien aux fonctions entières et méromorphes qu'aux fonctions analytiques 
uniformes admettant un point singulier essentiel isolé (qui peut étre limite de pôles), 
lorsqu'on suppose ce point singulier essentiel à l'infini. On a choisi le vocable : fonction 
entière ou méromorphe pour la brièveté de l'exposition. 
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en y joignant de brèves indications (') : on insistera davantage sur les 
particularités de raisonnement propres au cas actuel. 


2, Pour les fonctions entières les plus générales, comme pour les 
*_ fonctions meromorphes douées d’une valeur asymptotique au moins, on 
établira, quel que soit le nombre ¢ [|¢|> 1], l'existence d'un en- 
semble de points ¢, jouissant de la propriété fondamentale suivante : 

3, étant un point quelconque de £,, et ©, une aire arbitrairement 
petite entourant ce point, dans l'ensemble des aires Dg, 59, DoF, ..., 
9", .. la fonction f(s) étudiée prend toute valeur finie sauf une au 
plus st elle est entière, et, si elle est méromorphe, toute valeur finie ou 1n- 
finie, sauf deux au plus (dont l'une peut être x). 

On étudiera ensuite quelques propriétés de cet ensemble &,, et 
notamment sa structure qui dépend des propriétés de la fonction et 
du nombre o considérés. 

Puis on examinera les fonctions méromorphes sans valeur asympto- 
tique, pour en donner de nouvelles propriétés voisines de la précé- 
dente. 

Enfin, dans un dernier Chapitre, on étudiera d’autres modes régu- 
liers d’approximation, et notamment par les sommets d’un réseau de 
parallélogrammes 


30 + PO + Gore (rasta Et). 


Ces résultats se trouvent brièvement exposés dans plusieurs Notes 
des Comptes rendus de l’ Académie des Sciences (de Paris), t. 168, p. 599, 
718, 882, 990. 


CHAPITRE PREMIER. 


, LES FONCTIONS ENTIÈRES GENERALES. 


I. — Existence de J'ensemble ‘.. 


3. A partir de toute fonction entière f(z), étant donné un nombre 
complexe s de module >1 et, par ailleurs, quelconque, on peut 


(1) Pour éviter des longueurs, je désignerai le premier Mémoire par la notation 
abrégée Mi. 


es 
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former une famille infinie de fonctions f,(2), en posant 
fats)= fs" ACER PE TEEN E 


ce sont des fonctions entières. Lorsque = décrit une aire A du plan, 
les points so, 35°, .... 50", ... décrivent des aires semblables A5, 
A7°,...,A5",..., et l’ensemble des valeurs prises par f(z) dans 
l'aire Ao” est identique à l’ensemble des valeurs prises par /,(2) dans 
l'aire A. L'étude des valeurs de f(z) dans la suite des aires A, Ac, ... 
revient à l’étude des valeurs des /,(3) dans A, pour laquelle on fera 
intervenir la notion de famille normale (‘). 


4. Par analogie avec ce qui a été fait précédemment (M,, n° 13), 
on fera décrire à = l’aire d'une couronne comprise entre deux 
courbes C,, C, entourant l’origine : ces deux courbes peuvent être 
quelconques, et ce n'est pas diminuer la généralité que de les sup- 
poser cireulaires, de centre 0. 25" décrit la couronne LOR TRE UNE 
et lorsque C, = C, 5, c'est-à-dire lorsque G, se déduit de C, par la sub- 
stitution =, = 3,7, il est clair que l’ensemble des aires (G,3”, C,5" 
G7 20% 2; ce rehrevcouvre-toute la partie du plan = extérieure à la 
courbe C,. Dans cette partie du plan, f(s) prend toute valeur finie, 
sauf peut-être une seule, d'après le théorème de M. Picard : donc 
AL eos 1:2,% 4,2%) prennent, dans la couronne (C,, €,7), 
toute valeur finie, sauf peut-être une seule. . 

On peut aller plus loin et démontrer qu'él est impossible que dans 
toute la couronne (C,, 6,7) la famille des f, soit normale. J'ai fait 
remarquer [M,, n° 14 et 15] que cette propriété entrainait le théo- 
réme de M. Picard, mais comportait une précision de plus, d'où 
résultent les propriétés qui vont nous occuper tel. 


5. Considérant d'abord une couronne queleonque (C,, C,) entou- 
‘rant l'origine, il peut arriver (*) [et l'on verra plus loin (n° 13) des 


(1) Je renvoie le lecteur à mou premier Mémoire pour tout ce (jui concerne la biblio- 
graphie des familles normales dont on aura besoin ict. 
(2) Gest en cela surtout que notre présente analyse va se distinguer de celle qui fut 


faite dans le premier Mémoire, relativement à l'approximation continue du point à l'infini. 
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exemples | que sila couronne est bien choisie, la famille des f,(2) soit 
normale dans toute la couronne. Il est cependant impossible qu'une 
fonction limite de cette suite soit une constante finie ou une fonction 
analytique qui serait alors holomorphe et finie dans toute la couronne 
(C,, C,) [M,, n° 16]. Toute fonction limite de la suite des /,(s) est 
donc identique à la constante infinie. On en déduit immédiatement 
[vor M,, n° 16] que ,(z) doit tendre uniformément vers l'infini dans 
toute la couronne (C,, C,) quand n tend vers l'infini, On montrera 
effectivement plus loin qu'il existe des fonctions entières, tendant 
uniformément vers l'infini, quand = décrit des couronnes conve- 
fabies (0,0, Cio") (nica 39. og nm} 


6. Mais si C, = C,7, comme l'ensemble des couronnes (C, 3", C, 9”) 
(n=1, 2,..., 20) recouvre alors toute la partie du plan extérieure a 
la courbe C,, la famille des f,(=) ne peut être supposée normale 
dans (C,C,) sans que l'on se heurte à une impossibilité. Les valeurs 
que /,(z) prend dans (C,, C,) sont celles de f(s) dans (CG, 7", C,o”). 
Si la famille des /, était normale dans (C,, C,), f, tendrait unifor- 
mément vers l'infini dans(C,, C,), quand 7 tendrait vers l'infini, c'est- 
à-dire que f(z) tendrait uniformément vers l'infini dans les cou- 
ronnes (C,5",C,7"); en d'autres termes, quel que soit z dans(C,C,), 
on aurait, pour n>œA,, |f,(s)|>N quel que soit le nombre 
positif N, à condition que x, soit pris assez grand; ou bien 
|/(2)|>N, quel que soit = dans l'ensemble des couronnes 
(C,7",CG7"),n > n,. Or, l'ensemble de ces couronnes recouvre toute 
la partie du plan extérieure à la courbe C,7:, et admettre qu'à l'exte- 
rieur de la courbe C,s" on a /(s)\ > N, c'est se mettre en contra- 
diction avec le théorème de M. Picard. [Lest donc émpossible que, dans 
toute la couronne (C,, C,5) (') (quelle que soit d ailleurs la courbe €, 
entourant l'origine), la famille des f, (2) soit normale, 


7. existe alors, dans toute couronne (C, C7), un point au moins 3,, 
autour duquel la famille des f,(2) n’est pas normale. Quelque petite que 


ee oo s 


(1) La réussite du raisonnement tient au fail que toute couronne (UC, Gs) est un 
domaine fondamental de la substitution (2, 27). 


mt an 
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sou l'aire w, entourant z,, les fonctions /,(z) prendront dans &, 
toute valeur finie, sauf peut-être une seule. Ceci veut dire que, dans 
l’ensemble des aires ®,, ®,3, 8,07, ».., ®,5", ..., f(z) prendra toute 
valeur finie, sauf peut-être une seule. On peut, avec plus de précision, 
dire que toute valeur finie sera prise par f(s) une infinité de fois, 
sauf peut-être une valeur exceptionnelle, car l'hypothèse contraire, à 
savoir qu'il y a deux valeurs finies a et b que f(z) ne prend qu’un 
nombre limité de fois dans les aires ®,o" (n =1, 2, ...,20), équivau- 
drait encore à dire que la famille des /,(z) est normale dans ®,. II 
est clair que si f(z) admet, dans tout le plan, une valeur exception- 
nelle qu’elle ne prend jamais, comme est zéro pour e* [ou quelle ne 
prend qu’un nombre limité de fois], cette valeur est précisément la 
seule que f(s) ne prendra pas dans l’ensemble des aires @,o” [ou 
qu’elle n’y prendra qu’un nombre limité de fois |. 


8. On peut done parler de l’ensemble £, des points où la famille des 
fonctions f,( 3) = f(25") n'est pas normale. Cet ensemble possède au 
moins un point dans toute couronne (C, Go) entourant l’origine, et il 
est bien évident que, si =, est un point de l’ensemble, tous les points 
3,7 (n =1,2,..-,20) sont aussi des points de l’ensemble. L'origine 
et l'infini sont points limites de 3,5°". Il était d’ailleurs évident qu'à 
l’origine les fonctions f, ne pouvaient former une famille normale, 
puisqu'elles y ont toutes la même valeur f(o), tandis que leurs déri- 
vées respectives sont f’(o), s f'(o),....s"f'(o), ..., valeurs qui 
tendent vers l'infini avec 7, si l’on suppose que f’(o)  o. [Il suflirait 
de considérer la première des dérivées de / différente de zéro à l'ori- 
gine et de faire le même raisonnement pour conclure de la même 


facon, au cas où f'(o) = 0. |" 
II. = Propriétés de l’ensemble {,. Sa structure. 


9. Il suit de la définition mème de ¢, : ensemble des points autour 
desquels la famille des /,(3) n’est pas normale, que l'ensemble €, est 
fermé. En un point €, limite de points z où la famille des /,(5) n'est 
pas normale, cette famille ne saurait, en effet, être normale : tout 
point limite de points de ¢, appartient à ¢,. 

Ann. Fe. Norm., (3), XXXVIL. — Juin 1920. 
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+ . , : 4 : x , 
10. Un point de ©, peut-il être isolé daris {,? Supposant qu un 
point 2, de &, soit isolé, il est aisé de voir quelles circonstances doivent 
nécessairement se produire. Dans un cercle ® de centre 3,, de rayon 


assez petit, la suite des f,(z) sera alors normale en tout point distinct 


du centre, Si l'on suppose qu'une suite partielle, extraite de la suite 


des f,(z), converge dans 9, hors 3,, vers une fonction holomorphe, 
ou vers une constante finie, il suit d’un lemme de Weierstrass, bien 
connu en théorie des fonctions, que cette suite partielle converge 
dans tout ®, y compris 3,, vers une fonction holomorphe, ou vers 
une constante finie. 

On pourrait donc affirmer que la suite des f,(z), normale en tout 
point de ® distinct du centre, est encore normale au centre, si lon 
était sûr que toute suite convergente, extraite de la suite des /,(2), 
converge dans ® vers une limite finie. En ce cas, 3, ne saurait étre 
isolé dans ©, sous peine de contradiction. 


11. Mais le lemme de Weierstrass, précédemment invoqué, n'est 
plus valable si la suite partielle, extraite de la suite des /,(=), 
converge dans ® (hors s,) vers l’infini. Il peut arriver (on en verra 
plus loin des exemples ) que les fonctions de cette suite, restant fintes 
en 3,, convergent vers l'infini hors de z,. Si pareil fait se produit pour 
une suite extraite de la suite des /,(3), il pourra arriver que la famille 
des f,(s), normale dans ® en tout point distinct du centre, ne soit 
plus normale au centre. Ce point est alors isolé dans ¢,, et c'est le 
seul cas où 5, peut être isolé dans &,. | 


12. Il peut arriver que des propriétés spéciales de la fonction f(s) 
étudiée permettent de rejeter cette dernière hypothèse. On sait, en 
effet, et cela résulte de la définition mème de £, que les /,(3); ne 
formant pas une suite normale dans toute l'aire ©, prendront dans 
cette aire toute valeur finie, sauf peut-être une valeur exceptionnelle 
au plus. Se l'on sait, a priori, qu'il y a effectivement une valeur excep- 
uonnelle a que les fonctions f,(5)(') ne prennent pas autour de 3,4, il 


(1) Cela voudra dire que, (© étant un cercle assez petit, de centre 39, la fonction f(z) 
ne prend la valeur @ dans aucune des aires (©, De, Wet, ..., Oa"; .... La même eon- 
clusion s'affirme quand f(z) ne prend, dans l’ensemble de ces aires, qu'un nombre. limité 
de fois la valeur a. 


. 


es pe dé 
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sult que 3, ne peut être isolé dans &,. Car si z, était isolé dans ¢,, dans 
un cercle ® de centre 3, et de rayon assez petit, la famille des f,(5), 


I . 7 > ‘ 

comme celle des ae serait composée de fonctions holomorphes 
if RESTS = or 

ef serait normale en tout point distinct du centre. Toute suite extraite 
de la suite des f,(s) et convergeant dans ® vers une limite finie 
devrait converger aussi en 3,, et à toute suite S extraite de la suite 
des f,(=), convergeant dans ® (hors 3,) vers l'infini, correspondrait 


une suite S’ extraite de la suite des » convergeant dans ®, 


| 

In(s)—a@ 
(hors :,) vers séro; S’ devrait done converger aussi vers zéro en 3,, ce 
qui implique que la suite S devrait converger vers l'infini, même en 3,. 
On pourrait done ici affirmer que toute suite extraite de la suite 
des f,(=), et convergeant dans ® partout hors du centre, devrait 
converger même au centre : la suite des f,(=) serait normale en z,, 
contrairement à l'hypothèse faite. Un cas important où lon pourra 
affirmer ainsi qu'aucun point de €, n’est isolé dans €,, c’est celui où 
la fonction f(s) étudiée ne prend nulle part dans le plan = la valeur a, 
ou ne la prend dans tout le plan qu'un nombre limité de fois. 

Alors on pourra affirmer que €, est un ensemble parfait. On verra 
d'ailleurs plus loin, par la considération des valeurs asymptotiques, 
que cet ensemble est continu. 


13. ¢,, toujours fermé, se décompose en un ensemble parfait et un 
ensemble dénombrable. L'ensemble parfait peut être nul, mais on 
verra qu'é ne l'est certainement pas si la fonction f(s) admet une 
valeur asymptotique finite. On ne pourra done fournir l'exemple 
d'une fonetion f(s) pour laquelle l'ensemble ©,, correspondant à une 
valeur convenable de 3, est dénombrable qu'en s'adressant à une 
fonction f(z) n'ayant pas de valeur asymptotique finie. On sait que 
c’est le cas des fonetions enticres d'ordre < , ainsi que l’a montre 


notamment M. Wiman, puis M. Lindelôf. La fonction suivante 
fm)=]I0- =) lo|>1, 


d'ordre zéro, répond à la question. 
2° PA Ae 
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‘On a, en effet, 
fa(sy=f(o"s) = (1 — 2) (1 — 93). (1— 71-13) f(4). 


Soit A une aire finie quelconque du plan =, ne renfermant aucun 
des points 6" (k=0, 1, 2,..., x) à son intérieur ou sur sa frontiére. 
Il est clair que, quel que soit s dans A ou sur son contour, et quel que 
soit #, on aura dès lors |z—™| > 4, 2 étant un nombre positif con- 
venable, 


in—i)n 


f(e"s)=o ? [1—3][o'—s]... [oz] f(z) 


et, par suite, dans A, 


u—tin 


[f(e"s))> |e] 4: OA, 
A désignant la limite inférieure, certainement différente de zéro, 
de | f(z)| dans A. Cette inégalité s’écrit encore 


ie(ane)|> [ale l'a. 


u—i 


et elle prouve alors que, # tendant vers l'infini, |z|* tend vers 


-1 
Vinfini: il en est de mème de 2[3[ 7, et du second membre tout 
entier. Donc, dans A, f(9"3) tend uniformément vers l'infini avec n.. 
En tout point distinct des points 5%", la famille des /,(3) = f (72) 

tend vers l'infini. En un des points 7%, toutes les fonctions de la 
famille sont nulles à partir d'un certain rang. La famille cesse donc 
d'être normale en chacun de ces points. 

Ici, l'ensemble €,, fermé et dénombrable, se compose des points 
ONCE SAN 2. +) et de leurs deux points limites o et». Tous ses 
voints, sauf o et x sont isolés. 


14. Je vais montrer que jamais l'ensemble €, ne peut être dénom- 
brable, lorsque / (3) admet une valeur asymptotique finie. Ainsi s'in- 
troduisent une fois de plus ces valeurs asymptotiques des fonctions 
entières, dont on s'est occupé dans un grand nombre de travaux 
récents. Leur presence permet d'affirmer que l'ensemble £,, quel que 
soit |5|>1, contient un continu qui est coupé en un point au moins par 


F7 mr 


PROPRIETES NOUVELLES DES FONCTIONS ENTIERES OU MEROMORPHES. 173 


toute courbe C entourant l’origine. On est ici, en effet, dans le cas où 
il existe une courbe continue I, allant à l’infini, sur laquelle la fone- 
tion f(s) tend vers une valeur finie a, quand = tend vers l'infini. 
Imaginons qu'en tout point d’une courbe C quelconque entourant 
l’origine, et par suite en tout point d’une certaine couronne (C,, C;) 
limitée par deux courbes C,, C, entourant l’origine et comprenant C 
entre elles, la famille des fonctions f,(z) = f(s") soit normale. On 
a vu précédemment (n° 5) qu'il faudrait alors admettre nécessaire- 
ment que /,(z) tend uniformément vers Vinfini avec n, quel que soit = 
dans la couronne; ou bien que dans la couronne (G,5", C,5") 
f(z) tend vers l'infini avec ». Or, la courbe F, allant à l'infini, traverse 
toutes les couronnes [C,5”;C,5*] des que n dépasse une certaine 
valeur; sur les arcs découpés par les couronnes précédentes sur cette 
courbe IT’, f(z) tendant vers a, valeur finie, ne pourra tendre vers 
l'infini quand on envisagera une suite de ces arcs allant à l'infini. I 
y a donc contradiction à supposer la famille des /,(z) normale en tout 
point de C. C’est dire que toute courbe C, entourant l’origine, renferme 
au moins un point de ¢,. €, ne saurait être dénombrable, et l’on peut 
affirmer qu’il contient un continu coupé, en un point au moins, par 
toute courbe C. 


15. Ce qui précède signifie seulement qu'il est impossible, dans 
l'hypothèse envisagée, de supposer la famille des /,(z) normale dans 
toute une couronne (C,,C,) entourant l'origine, Mais il peut arriver 
que la famille considérée soit normale dans certaines parties de la cou- 
ronne, séparées les unes des autres par des continus en chaque point 
desquels la famille cesse d'être normale. Un exemple bien simple de 
ce fait est fourni par la fonction entière /(=) = e°, quand 3 est choisi 
réel et > 1. Cette fonction possède la valeur asymptotique finie zéro 
qui est atteinte, quand = tend vers l'infini, sur tout rayon dont Pargu- 


. fe Be j eet 3 L 
ment est compris entre et ay 5 étant choisi réel, on voit de suite 
. =9" ye Ne : Te T 
que /,(5) =e" tend vers l'infini avec n st — >< argz + => el 
: ity Repedaeakes Wale 3m 
tend vers zéro quand » tend vers l'infini si © <argz << —+ En tout 


point du plan situé à droite de l'axe imaginaire, la famille des /,( 2) 
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est normale et tend vers l'infini avec n; en tout point situé à gauche, 


elle est normale mais tend vers zéro si n devient infini. Il en résulte 
qu’en aucun point de l'axe imaginaire, la famille ne pourra être nor- 
male. L'ensemble ©, se ré (uit ted à l'axe imaginaïre : toute couronne 


circulaire entourant l'origine est divisée par cet axe en deux parties, 
dans chacune desquelles la famille est normale, ces deux parties étant 
séparées par l’ensemble €,. 0, étant une aire arbitrairement petite 
entourant un point de l'axe imaginaire, la fonction ef prend, dans 
l'ensemble des aires ®,, 0,7, 0,7*, ..., 0,7", ..., toute valeur finie, 
sauf la valeur zéro. et la prend une infinite de fois. Ceei s'explique 
aisément, grace à la périodicité de la fonction e’, quand on remarque 
que les dimensions absolues de Faire 0,7” croissent indéfiniment 
avec n. 


16. Remarque I. — 1 importe de faire remarquer que si une fonction 
entière admet une valeur exceptionnelle finie a, qu'elle ne prend pas 
ou qu'elle ne prend qu'un nombre limite de fois dans tout le plan, 
cette valeur est une valeur asymptotique et à la fonction s'appliquent 
les considérations des n& 14 et 15. On a d'ailleurs vu, au n° 12, que 
l'ensemble ¢, était alors, quel que soit 5, un ensemble parfait. En 
rapprochant les conclusions des n% 12, 14 et 15, on pourra affirmer, 
dans le cas présent, que ¢, est un ensemble parfait continu reliant 
l'origine à l'infini. 


17. Remarque 11. -— On peut se poser la question suivante : En un 
point de &,, il a ete démontré que la famille des f(s) n'est pas 
normale: cela veut dire qu'une suite partielle au moins, extraite de la 
suite des /,( 5), n'est pus normale en ce point. Mais peut-il arriver 
qu'en un tel point, certaines suites partielles extraites de la suite 
des f(s) continuent d'être normules ? L'exemple suivant résout la 
question par l'affirmative. 

Prenons f(s) =e et 7 =/S, 8 étant réel et > 1. 

Alors 

Tigh 3) eer aR Cd rasa seRas 


EN ces sh +1 0 oe 3 
fn = iy aa (sis er PAT 


Ilest visible que la famille des f,,(3) et fs2(3) pour p = 1,2,.:1,5% 


te eh 


| 
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est normale en tout point nonsitué sur l’axéimaginaire et nest normale 


en aucun point de cé. axe imaginaire. 
La famille des /,,,,(<) et ot ) est normale en tout Borat non 
situé sur l'axe réel, et n’est normale en aucun point de cet axe réel. 

© L'ensemble ©, se compose ici de l'ensemble des deux axes réel et ee 


naire, mais en tout point de l’axe réel la suite partielle 


Feet OR Ras Be. œ) 


_est normale, alors que la suite partielle 


fat =, 2, ..., 00 ) 


ne l’est pas. C’est l'inverse qui a lieu en tout point de l'axe imagi- 
naire. 


18. Remarque III. -- L'exemple précédent prouve que & dépend 
essentiellement de la a adoptée pour 5, et change quand o varie, la 
fonction f(z) restant la méme. On a vu, en effet, que pour fs) = € 


1° Sicest réel, &, se confond avec l'axe imaginaire. 
2° Sia=iS, S étant réel >1, &, se compose de l’axe réel et de 


l'axe imaginaire. 
2Ti 


3° Si c=woS, S étant réel >1 et-o =e”, on vérifiera facile- 
ment, en considérant les suites partielles fx,(3);. Fapss(z), +. 
Fipeg=w(4)s pour £ —1, 2, ..., % dont. chacune est narmale dans 


tout le. plan, sauf sur les droites respectives d’argument #3? 


cae ST ome ee 


2 qT T T 2 L)T 
TAF PE AS et Wie oe ABER ee que. l’ensemble La 
C2 P 2 P 2 P 


_se compose ici suivant les cas : 


Mie est pair, de À > droites passant ‘ea 0, faisant entre à 


| des angles de - ae a une d’ alles étant l axe imaginaire. 
6. Lorsque p est rank de p.d droites: passant par 0, faisant entre 
“elles des angles de; a l'une d’elles étant l'axe mane renee 


LE dew é 


4 Si o = Se”, S réel > 1, 9 incommensurable à 27; sit: aisé de 
12 
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montrer que £, se compose de tout le plan. Seit, en effet, s, un point … 
jqueiconque du plan, 6, son argument. | M 
7 
On peut évidemment, à cause des propriétés d’ approximation 
classiques des incommensurables, choisir une suite infinie d’indices 
entiers n,, 2, ..., Mpy +++ accouplés à des indices entiers #,, #,, ..., 


Nr. 4618 que” 


3 — (0+ n}0—2kpT)|< Ep, 


, tendant vers zéro doté p grandit indéfiniment : ; en | langage 1 
; cominun, cela voudra dire que l’argument du point 


Zoo"™p = Z0S"r €"? # 


qui est égal à 6, + n,0 (mod 27), tendra vers = = 


| Considérant deux points arbitrairement voisins de 3, : l’un 3, 
d’argument 0,—e, l’autre 3, d’argument ,+<¢, il est clair que 


PT 
* 


l'argument de 3,5”? tendra, pour p infini, vers = — €, et celui de 3,0” 


vers 5 + €; le module de l’un et l’autre de ces points tendra d’ailleurs 


vers l'infini comme celui de 200"r. 
Il faut maintenant envisager la suite des f(t). Elle ne peut étre 


normale en 3,. Car f,,() étant égal à er", il est évident “pe 
pour 3 = :,, l'argument de 3,0" tendant, pour p=®, vers = — €, 


ee a mr + À 


in 


Sn, (31) doit tendre, pour p = , vers + oo. Au contraire, pour z = 4, 
l'argument de 3,0" tendant vers = +t, f,,(4s) doit tendre, 


pour p = 2, vers zero. D'ailleurs z, et z, sont arbitrairement voisins © 
de z,; il en résulte que la suite partielle fn, (3), extraite de la 
suite /,(3), n’est pas normale au point 3,. _ 

Puisque, en tout point z, du plan, il existe une suite parisbilé 
extraite de la suite /,(3), qui n'est pas normale en z,, on conclut que 


tout point z, du plan appartient à Co be 8€ compose dou de tous 
les points du plan, sans exception. TRE | | | 


mule = + 
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Structure géométrique de ¢,. + 


19. Au point de vue géométrique on peut se poser la question de 
Savoir si © peut être superficiel, linéaire ou discontinu. La question 
est, en partie, résolue par les exemples qui précèdent. En voici 
d’autres d’un caractère plus général. 


20. L'ensemble €, peut être superficiel. Le n° 18 (4°) fournit 
… l'exemple de la fonction e* quand on prend pour 5 un nombre 
complexe de module >1, d’argument incommensurable à at. On 
peut, pour le méme objet, pahorlonet la fonction entiere elliptique 


a(s)=34 


où l’on pose - 
WV 2h,o,+ 2h, 


20, et.26, étant les périodes, A, et A, des entiers quelconques positifs 
ou négatifs, la combinaison A, = h, = o étant exclue. o(s) admet pour 
zéros simples les sommets de tous les parallélogrammes des périodes. 
J'ai déjà étudié cette fonction dans mon premier Mémoire. 

Soient ®, une aire arbitraire entourant un point 3, du plan, et un . 
nombre complexe de module > r. Lorsque » devient infini, l’aire @,2" 
croît indéfiniment dans toutes ses dimensions et comprend à son inté- 
rieur un nombre de parallélogrammes des périodes qui devient infini. 
_ C'est-à-dire que o(z) a dans @,Z* un nombre de zéros qui devient 
infini avec n. Dans @, la fonction 5,(3) = o[:£"*] aura done un 
nombre de zéros qui devient infini avec n, la plus petite distance de 
deux de ces zéros devenant nulle, de façon que ces zéros finissent par, 
être denses dans toute l’aire @,. Si, dans ®,, la famille des.o,( z) était 
normale, toute fonction limite de fonction o,(z) devrait être nulle 
dans toute l’aire @,. C'est-à-dire que o,(z) devrait tendre uniformé- 
ment vers zéro dans ®,; ou encore que (2) devrait tendre unifor- 
mément vers zéro dans les aires ®,Z”", quand » devient infini. Or, cela 
est impossible sous des conditions très générales imposées à Z. 


=: Ann. Ec. Norm., (3), XXX VIE — Juin 1920. 23 
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On a, en effet, 


wits + 2 h, @,+ 2 h, ®,) = = a ie e2hini+2hans) 50+h104+7303) CA A 


3, étant pris fixe, o(z,) #0, les tn de o(z,+ 24,0, + À 22) 
pour h, et h, très grands dépendent essentiellement du terme 


el2hsni+2han) (Zo+hyw a+hs03), 


dont la valeur absolue est . | 


PUA Ny + Bega) (Sophy Os +hgWs)) | 


Or, quel que soit s, fixe, l’équation en /,, A, (rapportée à deux axes 
‘parallèles aux vecteurs périodes 2, et 2, ), 


AR[(2Ayay + 2hsn2)(Zo+ hy, + R:@2)] 0 


représente une conique dont le genre ne dépend pas de zy. La région a 


définie par 
A[(2hyny + 2h02) (50 + 4101+ hsw:)] > 0 


ne peut être finie, sans quoi o(z) serait bornée dans tout le plan. 
Cette région &, allant à l'infini, est, ou l'extérieur d’une ellipse, ou 
une portion infinie de plan limitée par une parabole ou une hyperbole 
. (qu’on peut supposer non dégénérée, pourvu que w, etw, ne satisfassent | 
pas à certaines relations particulières, ou que z, n’occupe pas certaines 
positions particulières). Sar cette région infinie &, pourvu que & soit | 
soumis à certaines restrictions d'ordre assez général (‘)| par exemple, | 
lorsque & est hyperbolique, qu'une des puissances de Lait un argu- 
ment assez petit, afin que deux certaines puissances de X aient des 
arguments différant assez peu (mod 27), de manière que cette diffé- 
rence soit inférieure à l'angle des asymptotes de a], il y aura une 
infinité de régions ®,2”" qui viendront empiéter, et de telle sorte 
qu'il sera loisible de trouver une infinité de points congruents à z,, inté- 
rieurs à & et à ces aires O2". En ces points, il est visible que |o(=)| 


(*) Lorsque = est d’argument incommensurable à 27, aucune condition supplémentaire 
n est nécessaire. 


CT, 
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reste >|a(s,)|. Ceci contredit l’hypothèse que la famille des o,(s) 
est normale dans ®,, d’où l’on a déduit que o(z) devrait tendre unifor- 
mément vers zéro dans ®," quand n devient infini (*). . 

On vient donc de démontrer que l’ensemble £, se confond ici avec 
le plan tout entier. 


21. Que €, puisse être continu linéaire, on l’a déjà vu par de nom- 
breux exemples, et notamment e* lorsque o a un argument commen- 


- surable à 27. Ce continu peut être d’une nature très complexe, ainsi 


qu'on va le voir par les exemples généraux suivants. 

: Il résulte des travaux de Poincaré, et, notamment, d’un Mémoire du 
Journal de Liouville, 1890, intitulé : Sur une classe nouvelle de fonctions : 
uni formes, que, P(Z)‘étant un polynome quelconque, nul à l'origine, 


P(Z)=0oZ+a2+...+al",. 


À 


|o| étant supposé > 1, l'équation fonctionnelle 
f{es)= PIS) 


possède une solution /() nulle à l’origine, [/’(o) Lo], qui est une 
fonction entiére. Cette classe de fonctions entières est particulièrement 
intéressante. 

Soit 3, un point de l’ensemble €, d’une telle fonction. En ce point, 
la famille des /,(=) = f(5"3) n’est pas normale. Or, si l'on désigne 
par P5(Z), P3(Z), ., PZ) 26 les polynomes itérés successifs du 
polynome P, c’est-a-dire | 


P(Z)=P[P(Z)],,  Pa(Z) = Pa[P(2)] 


(oz) = P[f()]; ’ 
flats) = P[f(os)] = PPS) = Piel) | 


Mee ee EOE CRORE TOR COUP ONE AU ue ATC CSS A ae ea , 


Jtarz)=P,[/(21..., 


us sie mise deteste :» je See ja , 


on aura 


= mm 
(4) On rapprochera ce raisonnement de celui qui a élé fait dans le premier 
Mémoire (n° 20). 
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et, par conséquent, les fonctions f,(2) dérivent des fonctions P,(Z) 


par la transformation Z = f(3). 

Il est visible ss les f,(s) ne formant pas une famille normale au 
point z,, les P,(Z) ne peuvent former une famille normale au 
point Z, = f(%,). Le point Z, est donc un point de l’ensemble que 

j'ai appelé E’ dans mon Mémoire « sur l’itération des fonctions ration- 
nelles (') ». Réciproquement, d’ailleurs, par la transformation 
Z= f(z). l'ensemble E’ du plan Z devient l’ensemble €, du plan = 
relatif à la fonction f(z). J'ai montré, dans le Mémoire ci-dessus, que, 
suivant le choix de P(Z), E’ pouvait être un continu linéaire de nature 
assez compliquée : j’ai fourni des exemples (?) où c'était une courbe 


de Jordan simple formée non analytique, et n’ayant même pas de 


_ tangente; j’en ai fourni d’autres où c’était une courbe de Jordan ayant 
des points doubles partout denses sur elle-même. M. Fatou, de son 
côté, a montré,.dans diverses Notes des Comptes rendus (*), que le 
continu linéaire E’ ne pouvait être analytique que s’il se réduisait à un 
cercle, et il a fourni des cas très généraux où ce continu n’a de 
tangente en aucun point. Il est évident qu'un continu E’ non analytique 
se transforme, par Z= f(s), en un continu €, non analytique, et 
que, si E’ n’a de tangente en aucun point, €, n’en a pas non plus. 
On voit ainsi que la nature du continu linéaire ¢, peut être très 

* compliquée. 


22. La aes. de, fonctions entières qui vient de nous occuper, 
fournit également, par des choix convenables du polynome P(Z), des 
exemples assez généraux pour lesquels l’ensemble €, est parfait 


discontinu. J'ai déjà donné l'exemple de la fonctign r(1 - +) 
ao” 


_ d'ordre zéro, pour laquelle €, était dénombrable, et, par conséquent, 
discontinu. Les exeu pes que je vais maintenant fournir sont plus 
intéressants parce que leur ensemble ¢,, tout en étant parfait, reste 
discontinu : ils sont relatifs, d’ailleurs, à dés fonctions entières dont 


(1) Publié dans le Journal de M. Jordan, 7° série, 1. IV, 1918. 

(?) Pour ne pas allonger outre mesure le présent Mémoire, je prie le lecteur de se 
reporter au Mémoire cité, où il trouvera lesdits exemples. 
. (3) C. R. Acad. Sc., 1. 166, p. 204, et t..467, p. 1025. 


te PE Per EE 


aa dtlie M 
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l'ordre peut être arbitrairement élevé, et ceci aussi est un fait assez 
remarquable, dont on verra les conséquences. Certaines propriétés de 
_litération des fractions rationnelles, en particulier des polynomes, 
sont nécessaires à l'intelligence des exemples qui suivent. Le lecteur 
trouvera ces propriétés dans mon Mémoire (précédemment cité) « sur 
l'itération des fractions rationnelles ». 


23. Soit le polynome 
(1) i = P(L)=sh +L, 


où s est un nombre complexe de module c =|s|>1 et p un entier 
qu'on choisira tout a I’ Les assez grand. - ‘ 

Je vais d’abord montrer ‘que, si p est assez grand, l'itération de ce 
polynome présente des circonstances assez simples. 


24. L’infini est un point de aac ER Si|Z|=pona 
p1=|Z,| > p?— pe 
| ss 
et pourvu que p? — pa > pf, c’est-à-dire 9 > (#4 + 5)", on sera sur 
que p, > #9; si & est un nombre réel >1, on sera sur que tout point 
Z CA 
extérieur au cercle C, p—(#+ 0)", ou situé sur ce cercle, a des 
consequents qui tendent régulièrement vers l'infini. & peut être 


supposé aussi voisin de 1 qu’on voudra. 
Ce qui importe avant tout dans l'étude de l’itération, c’est de 


dE Æ 
connaître l’allure des conséquents des points où -7 — 0. Ces points 


sont les racines de 


(2) s+p£r=o, 
-1 
p—i 


Pp 
leur module est (£) 


Le conséquent d’un point Z racine de cette équation (2) sera 


AE AE +h) =s(1 — <i, 


se module est a(1 = x) (y 
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Les conséquents des points où a = 0 sont régulièrement distribués 
Sri 


Fi. at 
sur le cercle de centre O, de rayon a(1 —;) (2) + Ce sont les points 


critiques de la fonction Z(Z, ) inverse de Z, = P(Z). 
Ces points critiques appartiendront tous (‘) au domaine du point 
à l'infini si l’on a 


(1-5) (2) "> +o 
ou bien 
(3) ef 5) T>kt+o. 


- k peut être choisi arbitrairement pourvu qu’il soit > 1. Supposons 
donc 1<<4< 5, alors 4 + os < 20, et l’on réalisera certainement la 
condition (3) si la condition 


i i At "°C 

4 ap—' (: — — — > 20 
(4) + ; 

se trouve réalisée. 


Or, pour réaliser (4), il suffit que l’on ait 


gP-i > (: o p 1 
iB 
ou encore 
i 
‘Bie (apr 
(5) s> nb aia 
= P 


_ Or, s étant fixé, et, par suite, >1, si l'on fait croître p indéfini- 


ment par valeurs entières, la quantité ony tend vers l’unite. Il 
1— — 

existe donc une valeur p, telle que, quel que en > Po, l'inégalité (5) 

et, par suite, les inégalités (4) et (3) soient satisfaites. 


(1) Je m’inspire ici d’un exemple indiqué par M. Fatou dans sa Note des Comptes 
rendus de | ‘Académie des Sciences, 15 octobre 1906. 
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xp étant ainsi choisi, tous les conséquents des points où ue = 0 


appartiennent au domaine du point à l’infini, car ils sont extérieurs 
1 
au cercle C de centre O de rayon (4 + 57". 
25. Prenant maintenant un cercle y de centre O, de rayon R<1, 
mais aussi voisin de 1 qu’on voudra ('), il est clair, à cause de 
Z,= 52 + Zr, 


que, pour une valeur de p assez grande, le point Z, dévrira une 

courbe y, arbitrairement voisine du cercle sy, lorsque Z décrira le 

cercle y. Comme |s|>1, le cerele sy a un rayon oR arbitrairement 

voisin de 7, et, par conséquent, >1, pourvu que R soil assez voisin 
1 


de 1. D'autre part, le cercle C de rayon (4 + 5)" tend vers le cercle 
de rayon 1 lorsque p tend vers l'infini. En définitive, p peut être 
choisi assez grand pour que la courbe +, entoure complètement le 
cercle € et le contienne à son intérieur : c’est-à-dire que le cercle y 
appartiendra au domaine du point à l'infini. On peut préciser davan- 
lage en envisageant la détermination de la fonction Z(Z,) inverse 
de P(Z) qui s’annule à l'origine. Il est clair, en effet, qué tous les 
points critiques de la fonction Z(Z,) étant extérieurs au cercle C, la 
détermination envisagée sera holomorphe dans C. Lorsque Z, décrit le 
cercle C, il est impossible que Z vienne sur le cercle + de rayon R 
puisque tout point de y a son conséquent extérieur à C. On en déduit 
que, Z, décrivant l’intérieur et la circonférence du cercle C, le 
point Z, qui représente la détermination de Z(Z,) nulle à l'origine, 
décrira une aire (C.,)simplement connexe, limitée par un contour (_, 
simple, fermé et analytique : cette aire (C_,) ne se recouvrira nulle 
part et sera tout entière, contour compris, intérieure au cercle +. 
[Les (p — 1) autres déterminations de Z(Z,) décriront aussi chacune 
une aire plane ne se recouvrant nulle part, limitée par un contour 
simple, fermé et analytique : ces (p — 1) aires étant deux à deux exté- 
rieures, et toutes extérieures à l'aire (C_,). Toutes ces aires seront, 
d’ailleurs, intérieures à C.] 


(1) En fail, il suffira de choisir R tel que oR > 1, ce qui est toujours possible. 
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Mais d’autre part, puisque bat = s + pZ?-', on voit immédiatement 


“ = , ® LA ° Le 1 
que, à l’intérieur du cercle y, de rayen R <1, la quantité pZ? ', dont 
le module est = pR’-', tendra uniformément vers zéro quand p tendra 
vers l'infini. On en conclut que p peut être pris assez grun /, pour que 


l’on ait en tout point intérieur à Y, Tr >o,>1, ©, étantinfericurac 


et d’ailleurs aussi voisin de 5 que l'on voudra. Supposons p ainsi choist. 


26. En se référant à l'exemple de M. Fatou cité précédemment 
[n° 24, note (*)] et sans qu’il soit maintenant nécessaire d’insister 
longuement, on peut tirer la conclusion suivante : 

L'antécédente C_, de C, prise à l’aide de la détermination de Z(Z, ) 
qui s’annule à l’origine, étant intérieure au cercle y, à l'intérieur 
aT :|> 5, >1, les antécédentes successives de C_,, prises avec 
la même détermination de Z(Z,), seront des courbes simples, fermées, 
analytiques, emboitées les unes dans les autres, et éendront vers zéro 
el vers zéro seul, uniformément. Cela résulte de ce qu'à l’intérieur de 
ae. 


duquel EE 


Cuson a 


27. Mais si l'on ne prend pas quelques précautions supplémentaires, 
il n'est pas sûr qu'à pra es (p — 1) courbes antécédentes de C 


distinctes de C_,, on ait aussi |: 


7 > 1, et l’on ne serait pas alors sûr 


en prenant toutes les antécédentes successives de C, qui définissent à la 
limite l’ensemble Kk’ (E’ comprend tout point intérieur à une infinité de 
ces antécédentes), d'aboutir à un ensemble E’, parfait, discontinu, ne 
contenant aucune portion de continu. Il est facile de pallier à cet 
inconvénient. 


1 A condition de supposer 5 > 2, il est clair que la courbe consé- 


quente du cercle |Z| = 1 entourera le cercle |Z| = et n'aura avec lui 


aucun point commun. Elle restera à une distance finie de ce cercle. 


Supposons & ainst choist, 
1 


2° On a vu que, lorsque p est assez grand, (, de rayon (A + 0)?—', 
est arbitrairement voisin du cercle |Z|=1, p peut donc être choisi 


we. opt RTE 
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assez grand pour que la courbe conséquente du cercle |Z|—=1 soit 
tout entiere à l'extérieur de C. 


dL : bo. à 3 
3° A cause de aT = 5 + pZ?~', ilest visible qu'en tout point |Z|21, 
ona 
Ad 
7 ap I : 


et dés que p est pris assez grand, 
aL | > A Eu 


Supposons donc p—a>1. 

4° Les antécédents de l’origine, distincts de o, sont racines de 

l'équation 
SH PPR l= 6! 
| ! 1 

Ils sont régulièrement répartis sur le cercle de rayon (5)" !, ce 
rayon, supérieur à 1, tendant vers 1 quand p croît indéfiniment. 

5° Tl est maintenant facile de situer les p antécédentes d'ordre un 
de C. La première |C_,| est intérieure au cercle (+). 

Les (p — 1) autres sont des courbes analytiques, simples, fermées, 
entourant chacune un antécédent de l’origine (ces antécédents sont 
extérieurs à [Z|—1). Aucune de ces courbes ne peut avoir de point 
commun avec le cerele |Z| =1, sans quoi C aurait un point commun 
avec la conséquente de |Z| = 1, ce qui n’est pas. Chacune des (p — 1) 
courbes envisagées est donc tout entière extérieure au cercle |Z 
on sait d’ailleurs qu’elles sont deux à deux extérieures et qu'elles sont 
toutes intérieures à C. . 

En définitive, s étant supposé > 2, p peut être choïst assez grand pour 
qu'à l'intérieur de chacune des p antécédentes du cercle C, de rayon 


bie NE. 


Us 
= It} 


x = . aL 
p—1 1 
(k ae 5) , on ail | 7 


28. Dans ces conditions, le mode de génération indiqué par M. Fatou 
dans sa Note est parfaitement valable. Tout point du plan Z appartient 
au domaine du point à l'infini, sauf un ensemble parrait partout discon- 
tinu E’ ainsi defint : 

M an Le terme (3), KXX VI. — Join 1ga0, 24 
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On prendra les p antécédentes d'ordre un de (, puis les p° antécé- 
dentes d’ordre deux, les p* antécédentes d'ordre trois, etc. indéfini- 
ment. Chaque antécédente d’ordre # contient p antécédentes d'ordre 
(i+ 1), et une antécédente d’ordre ¢ tend vers zéro dans toutes ses 
dimensions (c’est-à-dire sa plus grande corde tend vers zéro) lorsque t 
augmente indéfiniment; E’ comprendra tout point intérieur à unc 
infinité d’antécédentes de C dont les ordres vont nécessairement grandir 
au delà de toute limite. L'ensemble E’, cela est visible, ne peut ren- 
fermer aucune portion de continu ('). 

D'après la façon mème dont E’ est engendré, on peut tracer une 
infinité de couronnes (T,,T,) entourant l’origine, séparant EF’ en deux 
parties, l’une intérieure à T,, l’autre extérieure à F,, telles qu'entre 
Pr, et T, ne figure aucun point de E’. On peut, par exemple, choisir la 
couronne limitée par C_, et le cercle de rayon 1. On peut substituer à 
ces couronnes des aires multiplement connexes à trous. dont lun 
entoure l'origine : de ce type est l'aire comprise entre C el ses p anté- 
cédentes : il n°v a dans l'aire signalée aucun point de E’. Les couronnes 
ou les aires dont on parle tei appartiennent d'ailleurs au domaine du 
point à l'infini. 

Cet ensemble E’ comprend tous les points où la famille des poly- 
nomes itérés P,(Z) cesse d’être normale. On sait qu'on peut l’engen- 
drer, par un nombre fini d'itérations, à partir de toute portion de 
lui-même intérieure à un cercle arbitrairement petit de centre 0. 


29. Les préliminaires relatifs à l'itération de P(Z) étant acquis, on 
, «tdérar la & 1 à ANS _ à à Porio d'A € 
peut considérer la solution entière /(s), nulle à l'origine, de l’équa- 
fion fonctionnelle 


S (957 APRES) 


dont on a déjà signalé l'existence au n° 21, 

L'ensemble ¢, relatif à la fonction J (=) résulte de l’ensemble EK’ 
qu'on vient d'étudier, par la transformation analytique Z = (=). 
Notamment, la portion de ¢,, intérieure à un cercle assez petit de 


(1 Cet ensemble E° renferme les racines de toutes les équations Z = P,(Z) et les 


antécedents suecessils de l'origine. Ces deux classes de points sont, l'une et l'autre, 
parlout denses sur EF. 
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centre O, résulte, par la transformation conforme 2 = f(z), de la 
portion de E’ intérieure à un contour analytique fermé, entourant 
l'origine et très voisin de cette origine. La structure de €, et celle de E’ 
seront donc les mêmes. €, sera un ensemble parfait partout discontinu, 
ne contenant aucune portion de continu. W restera invariant par la 
‘ substitution (s, zs) et comprendra l’origine et l'infini. Aux couronnes 
du plan Z, intérieures à C, entourant l’origine et ne contenant pas de 
point de E’, correspondront des couronnes du plan z limitées par deux 
courbes entourant l’origine et ne contenant entre elles aucun point 
de ¢,. Les conséquentes de ces couronnes, obtenues par l’application 
indéfinie de la substitution (z, ss), s’entoureront mutuellement et 
tendront vers l'infini. (Leurs antécédentes tendent vers zéro.) Comment 
se comporte f(z) à l’intérieur de ces couronnes ? is 

Soit (2,2) l'une d’elles, assez voisine de l'origine. Les valeurs de 
f(s) dans (se,,s"2,) sont identiques à celles de /(s"z) dans (e, 22). 
Soit (T,T,) la couronne qui dérive de (£,2,) par la transformation 
conforme Z = f(z). 

iihg Se 

f (ss) =P[S(s) =P(2), 
(sta) = Pl ta =P.) 


POSER MERE NN =P, (2). 


Les valeurs de /(s"z) dans (£,2,)sont celles de P,(Z) dans (T,F). 
Or, l'étude de l’itération de P(Z) faite précédemment prouve que 
dans (T,T,), P,(Z) tend uni formément vers l'infini avec n. 

La fonction entière f(z) considérée tendra donc uniformément vers 
l'infini dans l'ensemble des couronnes. (s"£,, s"£:), lorsque n grandit 
indéfiniment. Ces couronnes ont toutes même épaisseur relative puis- 
qu’elles sont semblables. 

L'ordre de f(z) est d’ailleurs bien connu. On montre aisément (voir 


| Lp 
par exemple Vazrmon, These, p. 8- et 88) que cet ordre est i Ona 


supposé seulement, s étant donné > 2, que p était supérieur à une 
certaine limite p,. On peut donc obtenir par ce procédé des fonctions 
‘entières f(z) d'ordre fini arbitrairement élevé pour lesquelles existe 
une infinité de couronnes entourant l’origine et s’en allant.à l'infini, 
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dans Lisette f(s) tend uniformément vers l'infini. C'est la une 
conséquence assez remarquable des recherches précédentes, si l’on 


songe que c’est seulement pour les fonctions d'ordre <= que M. Wiman . 


d’abord, puis M. Lindelôf, avaient montré I’ éhlitente d’une infinité 
de cercles concentriques sur lesquels la fonction tend uniformément 
vers l'infini. 


Propriétés analytiques des points de €.. Approximation simultanée 
. des racines des équations f(z) = a. 


30. En un point 3, quelconque de €,, la famille des f,(z) = f(s") 
n’est pas normale. Dans un cercle quelconque entourant z,, on est 
donc sûr que toute valeur finie, sauf peut-être une, est prise par une 
certaine fonction de la famille. C'est-à-dire que pour toute valeur de a, 
sauf peut-être une, l’ensemble des racines des équations f(z0") = a, 
pour n=1, 2,..., %, admet z, pour point limite. 9(z) étant une autre 
fonction quelconque, holomorphe autour de z, et #0 en z,, il est 


clair que la famille des a 


formée de fonctions holomorphes dans un certain cercle entourant'z,. 
f(s") 
(3) 
(n=1,2,..., 2%), A ayant une valeur finie quelconque, sauf peut-être 
une valeur exceptionnelle. La restriction imposée a 9(z), d’être £ o 
en z,, n’est d’ailleurs nullement essentielle. En particulier,.on pourra: 
prendre: pour ?(3) une des fonctions f(z") (k fixe) ou la fonc- 
tion f(z) elle-même et obtenir des propositions analogues aux précé- 
atapes relatives à la répartition des racines des équations 


| fac") /f(s). 
_ En particulier, les fonctions entières étudiées aux n°23 et suivants, 
qui naissent de certaines équations fonctionnelles simples, ont un 
ensemble.€ . jouissant de cette propriété que tout point da.¢, est point 
limite de racines des équations f(2s*):=:f(2) (n=r, 2, ...,æ). et 


aussi de raçines des équations. f isin à a, pen que soit la rors 
finie a sans-exception. cites 


n’est pas normale en 3, et elle est 


=, sera donc point limite pour les racines des équations 


; 
{ 
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31. Considérant: maintenant l’ensemble des: racines de léqua- 
tion f(z) = a on pext distinguer deux cas. ) 


1° La fonction entière f(z) a, dans tout le plan, une valeur excep- 
tionnelle a,, c’est-à-dire qu’il existe une valeur finie a, telle que 
l'équation f(s) = a, n’ait qu'un nombre limité de racines. Alors cette 
valeur a, est aussi l’unique valeur que les fonctions /(s0") ne 
prennent qu’un nombre limité de fois dans un cercle arbitraire entou- 
rant un point de ©,. (On sait d’ailleurs que, dans ce cas, l'ensemble ¢, 
a la puissance du continu.) Pour toute valeur de aa, on peut donc 
trouver un entier » tel que, dans un cercle de centre z,, de rayon € 
donné, la fonction f(z5") prend une fois au moins la valeur a. Choi- 
sissant alors une suite de nombres €, positifs, décroissants et tendant 
vers zéro, on peut leur faire correspondre une suite d’entiers 


OPEN Ng à PT TS 


croissant vers + x et tels que dans le cercle de centre 3, de rayon ¢, 
la fonction f(z5"") prenne la valeur a en un point au moins £,, 


Fil ea?) = a: 
Les nombres €,5" sont tous des racines de l'équation f(z) = «. On 
peut poser Co" = :,. les z, étant parmi les racines de f(z) =a, mais 
ne constituant pas nécessairement toutes les racines de f(z) = a. West 


_clair, par construction même, que le rapport Sr tend vers un quand 
A 0 


La 
= 


p augmente indéfiniment. Il en résulte que le rapport re -qui lui est 
égal, tend aussi vers un quand p augmente indéfiniment. On peut 
énoncer ainsi ce fait : yat | 

3, étant un point fixe quelconque de ¢, donne a priort, on peut 
choisir .dans l’ensemble infini des racines de l'équation f(s) — a 
(quelle que soit la valeur non exceptionnelle a), un ‘ensemble infini 
af lie, s.tret luirfaire correspondre une suite d’entiers indé- 
finiment croissants n,, n,, ..., Mp. ... tels que le rapport 


390"? 
2 j Ca 
“p 


ténde vers un quand p augmente indéfiniment. 
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Il est clair que la suite n,,n,, ..., r,. ... dépendra en général de la 
valeur a choisie, mais le fait spout c'est qu'il en existe une pour 
chaque valeur de a non exceptionnelle. 

On peut traduire en abrégé le fait précédent en disant : quelle que 
soit la valeur non FACE a de f(z), on peut trouver dans la suite 
des multiples de 39, 309; 3,07, ..., So OP, ... une suite infinie 390 qui 
tende. asymptotiquement vers une infinité de racines de l’équa- 
tion f(z) = a, et ceci quel que soit le point 3, choisi dans l'en- 
semble ¢,. La suite des multiples 3,5" de z, se rapproche donc 
asymptotiquement des racines de toute équation non exceptionnelle 
f(s) =a en ce sens qu’elle se rapproche asymptotiquement d'une 
infinité de racines de toute équation f(z) =a. 

Ceci constitue, comme on s'en rendra compte aisément; une 
approximation asymptotique simultanée des racines de toutes les équa- 
tions f(z)= a (a non exceptionnel) par les multiples 2,5" de tout 
nombre z, appartenant à l’ensemble £,, et limite d’une façon curieuse 
la répartition dans le plan des racines des équations f(z) = a qui cor- 
respondent aux valeurs non exceptionnelles dea. J'ai déjà fait observer 
dans un premier Mémoire qu’on ne connaissait pas jusqu'ici de pro- 
position générale réglant la distribution dans le plan (en module et en 
argument) des racines des équations f(z)— a pour une fonction 
entière quelconque. 


2° Le résultat établi au 1° pour une fonction entière admettant une 
valeur exceptionnelle finie a, s'étend à une fonction entière quel- 
re mais son énoncé nécessite quelques précautions dans la forme. 
. Au 1°, en effet, a, était valeur exceptionnelle de f(z) dans tout le plan 
et, par suite, autour de tout point 3, de €, les f(z5*) admettaient «a, 
et 4, seulement comme valeur exceptionnelle. Si f(s) n’a pas de 
valeur exceptionnelle dans tout le plan, l'équation f(z) = a aura, 
dans le plan, une infinité de racines quel que soita, mais il pourrait 
se faire que les fonctions /,(3) —/(35") admettent autour d'un 
point 3, de €, une valeur exceptionnelle a,, dépendant de 2, et variable 
avec z,. Dans ces conditions, la suite des multiples 3,9" de’ z, se rap- 
prochera asymptotiquement des racines de toutes les st sert 6 f hrs = be 
sauf peut-être pour une valeur a, de a pendant de 3,. 
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32. Tous les résultats du présent Chapitre s'appliquent, sans aucune 
modification, à toute, fonction méromorphe f(z) ayant une valeur excep- 


tionnelle finie a, éar la fonction ———— est alors une fonction mero- 


(3) —@ 


morphe dépourvue de pôles, c'est-à-dire une fonction entière, et l’on 


LAB cop I : 
passe aisément de neue LC. 


CHAPITRE II. 


LES FONCTIONS MÉROMORPHES AYANT DES VALEURS ASYMPTOTIQUES. 


1. — Existence de l'ensemble ©. 


33. Les propriétés établies dans le précédent Chapitre pour les 
fonctions entières générales sont encore valables pour les fonctions 
méromorphes ayant une valeur asymplotique au moins. Seulement il 
faut modifier un peu les raisonnements qui ont fourni ces propriétés, 
comme on l’a fait dans le premier Mémoire (n°* 24 et suivants) auquel 
je renvoie le lecteur. 

En vertu de l'hypothèse il existe un chemin continu I, allant à 
Vinfini, sur lequel la fonction méromorphe o(s)tend vers une limite, 
finie ou infinie, mais qu'on peut (sans restreindre la généralité) 
supposer finie, moyennant une transformation. homographique 
de 9(z). 

On formera la famille de fonctions méromorphes #,(z) = 9(=9"). 
5 étant un nombre complexe quelconque de module >1, et l’on mon- 
trera qu’il est impossible de supposer celte famille normale en tous les 
points d'une couronne limutée par deux courbes (C,Cc), C étant une 
courbe fermée quelconque (par exemple un cercle de centre O) entou- 
rant l’origine. Cela tient à ce que la courbe I, allant à l'infini, traverse 
toutes les couronnes (Ca”, Go"*!'), et si l'on considère dans la cou- 
ronne (C, Co) l'arc fos Baise ates image d'un are a,$, de F qui tra- 
verse la couronne (G5”, C3°*"), de Co" à Co’*', l'hypothèse faite 
sur 9(z) entraine, sur A, Bas |Sn(z) — D < Su» £a tendant vers zero 
quand a tend vers l'infini. Par conséquent, en raisonnant comme 


13% 
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au n° 24 du premier Mémoire, on obtiendrait cette sanction absurde 
que les fonctions +,(2) devraient converger uniformément vers 6, 
dans toute la couronne (C, Ca), lorsque » tend vers l'infini, c’est- 
a-dire que ?(z) devrait tendre uniformément vers w lorsque z tend 
vers l'infini (*). 


34. Dans toute couronne (C, Go), d'épaisseur a, il existe donc au 
moins un point z, où la famille des 9,(z) n’est pas normale, et l’on 
en déduit que quelque petit que soit le cercle ©, de centre z,, dans 
l'ensemble des aires ®,, ®,5, ®,*, ..., ®,o”, ... la fonction 9(z) 
prendra une infinité de fois toute LT finie ou infinie, sauf 
peut-être deux valeurs au plus. 

Si la fonction o(z) admet deux valeurs exceptionnelles dans tout le 
plan, ces valeurs seront ‘précisément les deux valeurs que o(z) ne 
prendra pas dans l’ensemble des aires ®,o” (ou qu’elle ne prendra 
qu’un nombre limité de fois). Si 9(z) admet une valeur exception- 
nelle seulement dans tout le plan, elle sera certainement l’une des 
deux valeurs que 9(z) pourra ne pas prendre (on ne prendre qu’un 
nombre limité de fois) dans les aires @, 0”. 


35. On introduit ici encore comme au n° 8 l’ensemble €, formé des 
points où la famille des ¢,(s) = 9(z0") n’est pas normale. Il y a un 
point au moins de €, dans toute couronne (C, Cc) entourant l’origine. 
Si 3, est un point de €,, tous les 3,5*" sont points de €, : l’en- 
semble €, reste invariable par toutes les transformations (3, 30"). 


II. — Propriétés de £g. Structure. 


36. Il est évident que tout point limite de points de Sat peta 
à fg: Es est fermé (voir n° 9). | 


37. GA point de &, peut-il être ‘cold dans £4? Oui, puisqu’on a vu 
© ———_]_—_——— 
(1) I n'est jas inutile de faire remarquer que-la démonstration du u° 33 s'applique 
exactement aux fonctions méromorphes ayant une valeur exceptionnelle finie a, et aux 


fonctions entières générales, car, pour ces fonctions, la valeur a, ou bien Vingni, sont des 
valeurs asymptotiques 
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qu'il y a des fonctions entières dont l’ensemble €, est dénombrable, et 
puisque par transformation homographique à coefficients constants, 
on déduit d’une fonction entière une fonction méromorphe. On peut 
reconnaître aisément les circonstances nécessaires qui doivent se pre- 
senter pour qu’un point de €, soit isolé; il suffit de faire des raison- 
nements analogues à ceux des n° 10, 11 et 12. 

En effet, soit z, le point considéré et ® un cercle, de centre 3,, ne 
contenant aucun point de €, autre que 3,. De toute suite infinie de 
fonctions 9,,(z) on peut extraire une suite partielle 9,,(2) qui converge 
en tout point de ® distinct du centre, vers une fonction méro- 
_morphe F(z) qui peut être une constañte finie ou infinie. Par une 
même transformation homographique à coefficients constants effectuée 
sur les 9, on peut supposer, sans restreindre la généralité, que F(s) 
n’est pas une constante infinie. L’existence de la limite F(s) pour la 
suite 9,,() sur tout cercle de centre 3, intéricur a ® n’entraine pas 
l'existence de cette limite au centre lorsque le centre 3, est point 
limite de pôles d’une infinité de fonctions +. alors qu'en vertu du 
lemme de Weierstrass, elle l’entrainerait si z, n’était pas point limite de 
poles d’une infinité de fonctions 9,,(3).On reconnaitra donc aisément 
que, Si 3, est isolé dans €., l’une ou l’autre des deux circonstances 
suivantes doit se présenter. 


1° Ou bien une suite infinie extraite de la suite des 9, et conver- 
gente autour de z, prend, dans le voisinage de 3,, toute valeur finie 
ou intinie sans en excepter aucune ; 

> Ou bien, si toute suite infinie de fonctions-¢,, convergente 
dans ®, hors z,, est telle que, dans un certain voisinage de 3,, aucune 
des fonctions 9,, de la suite ne prenne une certaine valeur a (*), finie 
ou infinie, il faudra nécessairement que, pour l’une au moins de ces 
suites, la limite vers laquelle elle tend, au voisinage de 34, soit préci- 
sément la constante a. | | 


L'une ou l’autre de ces deux circonstances suffit en effet à em pè- 
cher de conclure, à l’aide du lemme de Weierstrass, qu'une suite 4, 
convergente autour de z,, converge en Z,. 

‘ 2 me 
(1) La valeur exceptionnelle a, dépendant évidemment de la suite considérée. 
| Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — JUILLET 1920. 25 
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C’est évident pour la première, car si elle se trouve réalisée pour 
une suite infinie 9,, convergente autour de z,, aucune des suites trans- 
formées homographiques de la suite des 9,, ne sera formée de fonc- 
tions holomorphes autour de 3,. 


Pour la deuxième il est clair, la suite des : À 


- étant formée de 


ni 
fonctions holomorphes autour de z,, que si cette suite converge 
autour de z, vers une fonction holomorphe F(z) ou vers une constante 
finie, elle convergera aussi en z,, soit vers la valeur en 3, de F(z), soit 
vers la constante finie précédente. Et si cette circonstance se produi- 
sait pour toute suite convergente 9,, extraite de la suite des ®,(z), la 
famille des 9, serait normale en 3,, ce qui est absurde. Il faut, pour 
empêcher la contradiction précédente, que l’une au moins des suites 


za Converge, autour de z,, vers l'infini ('), c’est-à-dire que l'une 
A 


- au moins des suites 9,,, admettant autour de 3, la valeur exception- 
nelle a, converge, autour de z,, vers la constante a. 


38. Il suit de là qu'aucun point 3, de £, ne pourra être isolé dans &, 
si, par exemple, autour de chacun de ces points 3,, la famille 
des 9,(z) admet deux valeurs exceptionnelles distinctes, finies ou 
infinies (valeurs qui peuvent varier avec le point considéré). 

Si a et b sont en effet ces deux valeurs, qu’on peut supposer égales 
à o et co en faisant sur ?(z) une transformation homographique préa- 

lable, on verra que les 9,(z) sont holomorphes autour de 4, et 

admettent autour de s, la valeur exceptionnelle zéro. Cela suffit pour 
qu'on puisse conclure, comme au n° 12, que 3, ne peut être isolé 
dans £,. ta 

En particulier, si la fonction méromorphe 9(z) admet, dans tout le 
plan 2, deux valeurs’ exceptionnelles distinctes (?) qu’elle ne prend pas 
ou qu'elle ne prend qu’un nombre limité de fois, aucun point de ¢, 
ne peut être isolé : €, est alors parfait. : 

39. L'ensemble fermé €, se décompose en un ensemble parfait et 
RO RQ Bl = Fee 

(1) Foir n° MH du présent Mémoire . . 

(*) Ces deux. valeurs sont alors. des valeurs asymptotiques de 9(;), - 


LL APTE 
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un ensemble dénombrable. L'ensemble parfait peut étre nul : en voici 
un exemple où les points de £, forment un ensemble dénombrable 
dont tous les points sont isolés, excepté les deux points limites 
0 et ©. | 

q étant un nombre réel > 1, il suffit de prendre | 


I 
+ +...+ —=—— +... 
1—3 q—3 g"— 5 


p(z) = 


On voit aisément que la série converge uniformément dans toute ré- 
gion finie du plan qui ne contient aucun des points g"(r—0,1,2;,.. Ho). 
Elle définit donc une fonction méromorphe 9(z) dont les pôles sont 


-lesg”. Ona 


I I 
SV — + re. 0 
oq t= 92-9 =~ 94 ass Say 
1 I 
91(4) = 9(92) == pare Abe 3 
L SU 8 a). I i FO 
2(%) = 0(9?5) = spar NN er ne 1— gs ae qe tle) 


et, en général, 


: San a I Uy : I I ope Loan 
ee at?) rt RE Vert MNT UE a yi Phas fee 


=Un(s) + 2590) 


en posant 
| 1 a Oar ge eet Sent ae 
Waly Per PAR gigs EE ET 


‘Dans toute aire finie A du plan, ne renfermant aucun des points 
grt (k= 0, 1, 25 +s +), ou de leurs points limites o et 00; /,() tend 
uniformément vers zéro quand 7 tend vers l'infini. 

En effet, on a | : 


; | RS te 
(3) = Fea T= q's +... g? 1—q" Ps 
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Pour la deuxième partie 


I I cae a | I ; 
geet gs JF... qt 1— 93 > 


il est visible d’abord que, quel qos soit lentier positif & et le point z 
dans l’aire A, ona 


<A, 


I 
1— q*z 


À étant un nombre positif fixe, indépendant de ket de z: cela résulte 
_ de ce que - 


. | . . I 
et puisque 3 reste dans A, qui ne contient aucun des q™, = reste 


2» 


; I 
dans A’ finie qui ne renferme aucun des q™; done a —q 


tandis que Ë | < À,, et par conséquent 


ben 


(yee i tae Re 
La série > étant d'ailleurs convergente, on peut trouver un 


eM 


che ae 


nombre p assez grand pour que, quel que soit 2 > p, on ait 


I ae : +hce 
gent + gpa tee tons S 


& étant donné arbitrairement petit. p étant ainsi fixé après la DE fs 
de e, on pre quel que soit n> p, 


I : 1 
gr grrr | <e; 


| 
abe Reyes ee 


mais, p étant fixé, on panes évidemment choisie 7 n assez did 
- pour que 


+ 


Zee x cé à en 
Tog's g ge te op pages] 6 


CA 


PE 
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puisque cette somme est composée d’un nombre fini de termes dont 
chacun tend vers zéro quand » croît indéfiniment. 
On peut donc, quel que soit z dans A, déterminer 7 assez grand 


pour que a 
[ba(s) | < (A +1), 


c’est-à-dire que Ÿ,(z) tend uniformément vers zéro dans A quand n 
tend vers l'infini. 
o(z) étant d’ailleurs holomorphe dans A, il en résulte que 


1 
9n(2) = Yn(2) + Fa 94) 


tend aussi uniformément vers zéro dans A quand n tend vers l'infini. 
La famille des 9, est normale dans toute aire finie A ne renfermant 
aucun des points o et g**(k=0, 1, 2,..., ©). L'ensemble &, relatif 
à la fonction 9(2) ne se compose que des points g** et de leurs deux 
points limites o et x. Il est, en effet, visible que les pôles de 
Pa(3) = (q"s) sont les points g*"(k=0,1,2,...,0). Donc, en 
un point g? (p entier réel, positif, nul ou négatif quelconque), toutes 
les fonctions 9,, d’indice n2—p, ont un pôle simple, et, comme 
autour de ce point g? elles tendent vers zéro, elles ne peuvent former 
une famille normale en ce point lui-même. On se rend compte aisé- 
ment qu’autour de tout point g*"(k=0, 1,2, ..., ©) les fonctions 9,(3) 
prennent toute valeur finie ou infinie, sauf peul-être la valeur zéro. 
Zéro est d’ailleurs une valeur asymptotique de 9(z), atteinte sur tout 
rayon issu de l'origine, et distinct de l'axe réel positif. Ce n’est pas 
une valeur exceptionnelle de (3) dans tout le plan, car il y a évidem- 
ment sur l'axe réel positif une infinité de zéros de 9(z), séparant les 
points g‘(k =o, 1, 2, ©). C’est la seule valeur asymptotique de (1625 
puisque, s’il y en avait une autre, on va voir (n° 40) que €, serait 
continu. bis 
_ Il est bon de remarquer que la fonction 9(z) étudiée ici n’est autre, 
au signe près, que la dérivée logarithmique de la fonction entière 


-s@=II(-4) 


198 GASTON JULIA. 


étudiée au n° 13 du présent Mémoire, et pour laquelle il avait déjà été 
remarqué que l’ensemble €, se composait des seuls points g** et de 
leurs points limites. 

Il ne serait pas difficile de (one beaucoup l’exemple actuel en 


considérant des séries pee =» souvent étudiées par les géometres. 


n=0 


40. Mais l’ensemble £, relatif à une fonction méromorphe ¢(z) 
contiendra certainement un ensemble parfait non nul lorsque la fonc- 
tion $(z) aura au moins deux valeurs asymptotiques distinctes a et b 
finies ou infinies, et cet ensemble par fait sera continu quel que soit s. On 
peut, en effet, montrer alors que sur toute courbe fermée entourant 
l'origine existe au moins un point où la famille des 9,(z) = 9(s0”) 
n’est pas normale. Car si la famille était normale en tout point de C, 
elle le serait en tout point d’un anneau € assez étroit contenant C. Or 

si l’on désigne par F', etl’, les courbes allant à l’infini, sur lesquelles 

p(z) tend respectivement vers a et b, ces courbes traverseront tous 
les anneaux ©o” pour 22h, et le raisonnement utilisé au n° 33 du 
présent Chapitre, appliqué à ces deux courbes I’, et T,, prouverait 
que 9,(2) devrait, dans e, tendre uniformément vers a d’une part, 
vers b d’autre part, quand n tend vers l'infini, ce qui est manifestement 
absurde. Il en résulte que, sur toute courbe C entourant l’origine 
existe un point au moins de €,, et par suite €, contient un continu 
D l'origine au point à l'infini du plan des z. 


4A. Ce qui précède n'empêche d'ailleurs pas que les Pn(s) puissent 
être normales dans des régions distinctes de l’anneau €, séparées par 
des continus où ladite famille cesse d’être normale. Cela arrivera, par 


ù . , . ett — | : 
exemple, pour la fonction trés simple ths = ar? qui admet les 


valeurs exceptionnelles +1 et —1, valeurs qui sont des valeurs 
asymptotiques atteintes respectivement sur l’axe réel positif et l’axe 
réel négatif, 

Si l’on choisit o réel et > 1, l'ensemble €, se compose ici de l’axe 
imaginaire. 


En tout point situé à droite de cet axe, les 9,(2) = th(o"z) forment 
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une famille normale qui tend vers + 1 quand n tend vers l'infini. En 
tout point situé à gauche, ladite famille est normale et tend vers — 1. 
Pour la fonction tangz = — 1 thzz, on a des conclusions analogues. 
Si a réel >1, la famille des tango”z est normale : 1° au-dessus de 
l'axe réel et tend vers + à quand ~ tend vers l’infini; +7 est la valeur 
asymptotique de tangz atteinte sur tout rayon du demi-plan supé- 
rieur; 2° au-dessous de l’axe réel et tend vers — i quand 7 tend vers — 
l'infini; — i est la deuxième valeur asymptotique de tangz. | 
+i et — à sont d’ailleurs deux valeurs exceptionnelles que tangs 
ne prend en aucun point du plan. am. 
| & se compose ici de tous les points de l'axe réel, sur lequel tangz né 
prend d’ailleurs que des valeurs réelles. 


42. Les remarques faites aux n° 16, 47, 18 du précédent Chapitre 
conservent ici toute leur valeur; il suffira donc de les signaler. 


Structure géométrique de Sq. 


&, peut être superficiel, linéaire ou discontinu. On a fourni déjà des 
exemples pour les deux dernières circonstances. Voici un exemple 
où €, est superficiel. 


43. Quel que soit o(|a|>1), l'ensemble £, relatif à la fonction 
elliptique classique ¢( 2) se compose de tous les points du ptan. 

Ceci n’a rien qui nous surprenne puisqu'on a déjà vu, au n° 20, que 
l'ensemble €, relatif à la fonction entière elliptique (2) était (pour 
des conditions très générales imposées à ©), lui aussi, identique au 
plan tout entier; et l’on sait que . 

(=o 


a ay eae (3) 


Mais on voit mieux directement que, quel que soit o, tout point du 
plan fait partie de l’ensemble €, relatif à la fonctien ¢(). Il suffit de 


répéter un raisonnement déjà fait dans le premier Mémoire au n° 26, 
pour le même objet. La fonction {(z) prend, en effet, toute valeur 
finie ou infinie dans un certain parallélogramme D formé de N parallé- 
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logrammes de périodes accolés et dans tout parallélogramme équi- 
pollent à D. 

Si @, est une aire arbitrairement petite du plan, l'aire @,o” sera, 
dès que n sera assez grand, assez grande pour contenir un parallélo- 
gramme équipollent à D. ¢(3) prendra dans @, 5” toute valeur finie,ou 
infinie, en particulier o et æ, dès que r>n, c’est-à-dire que, 
pourn > n,, les &,(3) = ¢(o"s) prendront dans @, toute valeur finie 
ou infinie. : 

Mais ®,o” contenant un nombre de parallélogrammes des périodes 
(ou un nombre de parallélogrammes D) qui tend vers l'infini avec 7, 
¢(s) aura dans @,5” un nombre de pôles grandissant indéfiniment 
avec » (aussi un nombre de zéros qui tend vers l'infini). On verra que 
les pôles de ¢,(s) dans @, sont en nombre indéfiniment croissant 
avec nm, pendant qué leurs distances mutuelles tendent toutes 
vers zéro. 

Si les ¢,(2) étaient une famille normale dans @,, toute fonction 

‘limite devrait donc être identique à la constante infinie. 

Mais ce qui a été dit des pôles se répète pour les zéros (ou toute 
autre valeur finie) et toute fonction limite de la suite des €, devrait 
ètre identique à la constante zéro. | 

Cette contradiction prouve que, dans aucune aire @, du plan s, “la 
famille des ¢,(3) ne peut être normale. L'ensemble &, se compose de 
tout ce plan. ®, étant une aire quelconque du plan z et c un nombre 
complexe quelconque de module >1, la fonction (3) prendra une 
infinité de fois vas valeur finie ou infinie dans l’ensemble des aires 

© Por Po Ts +. Do”, «... Cela s'explique de soi-même puisqu'on a vu 


que ®,5” finit par dut un nombre de parallélogrammes D indéfi- 
niment croissant. 


44. J'ai donné les exemples des fonctions ths et tangs où, avec o 
réel, on obtenait un ensemble ¢, composé respectivement des axes 
imaginaire et réel. I] s’en faut que l’ensemble €,, lorsqu'il est continu 
linéaire, soit toujours d’une structure aussi simple. 

On peut, en effet, fournir facilement des exemples très nombreux 
et très généraux de fonctions méromorphes pour lesquels /’ensembleé, 
est ur continu linéaire d’une nature très compliquée. Ces exemples 


PROPRIETES NOUVELLES DES FONCTIONS ENTIERES OU MEROMORPHES. 201 


s’obtiennent par des fonctions méromorphes satisfaisant à des: équa- 
tions fonctionnelles simples qu’on étudie à propos de la théorie de 
l’itération des fractions rationnelles (pour laquelle je renvoie le lec- 
teur à un Mémoire cité déjà au Chapitre [, n° 21). On sait en effet que, 
si R(s) est une fraction rationnelle telle seulement que 


R(o)=0 avec ~|o|=|R'(o)|>1, 
il existe une fonction méromorphe 9(z) pour laquelle 
o(oz) —R[o(z)]. 


Il me suffira dès lors de renvoyer le lecteur au n° 21 du Chapitre I du 
présent Mémoire, où toutes les observations faites pour le cas où R(s) 
est un polynome, valent pour le cas où R(z3) est une fraction ration- 
nelle. On pourra avoir aisément pour €, des continus de Jordan 
sans points doubles, mais n’ayant pas de tangente, ou des continus 
ayant des points doubles partout denses sur eux-mêmes, etc. 


45. On pourra également, comme au n° 22 du présent Mémoire et 
par les mêmes voies, former des fonctions méromorphes pour les- 
quelles l’ensemble £est par fait discontinu. I suffira de s'adresser à des 
fractions rationnelles R(z) pour l’itération desquelles l'ensemble que 
j'ai dénommé E’ est parfait discontinu. M. Fatou en a donné de nom- 
breux exemples (C. R. Acad. Sc., 15 octobre 1906 et 21 mai 1917); il 
suffirait, par exemple, de s'adresser à des fractions R( 3) à cercle fon- 
damental ou bien de transformer le polynome P(z) = SZ + Z? qui a 
servi à former I’ exemple du n° 22 par une D DER titled homogra- 
phique comme suit : | 


Posant j 
a2 a d 
[a, b, c, d constantes (ad #0)] et 
_ as 
Cad 
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la:relation | 
= P(Z) = SZ +2" 


devient | : 
reer Se Date. Megat ast | gh ae 
€ étant rationnel, et l’on a 
R(o)=0, S—R'(o} |S|>1, 
et la fonction méromorphe 9(z) définie par 
9(Sz) =R[@(s)] | 
n’est autre que la transformée de f(z), fonction entière solution de 


(2) =PL f(s dés 


par. la transformation homographique 


Cette fonction © admet une valeur exceptionnelle qui est évidemment la 


pi, Bague. 


d ‘ : ris à 
valeur — — correspondant à la valeur infinie he f ne prend jamais. 


_ C’est une ch asymptotique. Il est clair que les fonctions f et 9 
admettent le même ensemble €, (‘) et l’on a vu au n° 22 que cet 
ensemble, pour p assez grand, était parfait discontinu. En tout point 
du plan quin ays pas de &,, la famille des 9(s"s) = 9(s) est normale 


a 


et tend vers — © € quand n tend vers l'infini. 


q 


| 
{ 
| 
{ 
Remarquons que déjà la fonction 9(s) = 2 — (n° 39) avait un | 
7 0 | 

ensemble ¢, partout discontinu, mais cet ensemble était dénombrable, | 

non parfait. | 


(1) Si l'on veut éviter d’avoir des fonctions méromorphes qui soient de simples trans- L 
formées homographiques de fonctions entières, on s’adressera à des fractions rationnelles À 
qui ne soient pas transformables nomographiquement en polynomes. C'est facile avec des | 
fractions à cercle fondamental (voir Note de M. Fatou, 21 mai 1917, où l'on a des exem- | 

ples d’ensembles E’ parfaits discontinus situés sur le cercle fondomental). 
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Propriétés analytiques des points de ©. Approximation simultanée 
des racines des équations /(>) =a. 


46. Il me suffira de renvoyer aux n® 30, 31, 32 du premier Cha- 
pitre, car tout ce qu’on y a dit de l’approximation asymptotique simul- 
tanée par les points 2,5" (n —=1,2,...,% )(z point quelconque de ¢,) 
des racines de toutes les équations f(s) = a, s'applique ici aux racines 
de toutes les équations (=) = a, hormis peut-être pour les deux valeurs 
(ou l'unique valeur) de a que les fonctions 9,(:) = 9(9"s) pourraient 
ne pas prendre autour de =. 


CHAPITRE Il. 


LES FONCTIONS MEROMORPHES SANS VALEUR ASYMPTOTIOL FE. 


47. J'ai déjà fait remarquer (M,, n° 32) que l'hypothèse de 
l'existence d’une valeur asymptotique n'était pas un pur artifice 
de démonstration. Il est aisé de montrer, ici aussi, que si l'on aban- 
donne cette hypothèse, le théorème fondamental peut n'être pas vrai : 
l’ensemble €, peut cesser d'exister, ou du moins être réduit à l’origine 
et au point à l'infini, ce qui n’a plus d'intérêt. 

En effet, la fonction qu’on a tirée des fonctions elliptiques (1) 
au n° 32 du premier Mémoire satisfait à l'équation fonctionnelle 


S(q4) =SA5); 


g étant un nombre de module > 1. Elle est méromorphe en tout point 
distinct de zéro et de l'infini. L'origine et l’infini sont points singuliers 
essentiels isolés de / (5), limites de pôles de f(z); pour aucun de ces 
points, f(s) ne possède de valeur asymptotique. 

Il est bien clair que l'ensemble €, ne possède aucun point distinct 
de o et +. Car dans toute aire finie du plan, ne contenant pas l'origine, 


i. fee ee ie eee 


(1) ¢(Z) élant doublement périodique. périodes sri et a. f(s) = 2(logs) satisfait 
à l'équation f(qz) =f(=), où q = ef. 


14 
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la famille des f,(3) est formée de fonctions toutes identiques a (=). 
Cette famille est normale, €, cesse d’exister. 

I] est vrai que dans toute couronne circulaire concentrique à l'ori- 
gine, limitée par deux cercles (C, Cg) la fonction /(z) prend toute 
valeur finie ou infinie, un nombre de fois égal à l’ordre de la fonction 
elliptique (3) dont on a tiré f(s). Ainsi on peut encore rédure le 
domaine où il est possible d'affirmer que f(z) prend toute valeur finie 
ou infinie, à une couronne circulaire, c’est-à-dire à un domaine fini, 
au lieu de considérer tout le voisinage du point singulier essentiel, 
c’est-à-dire l’extérieur d’un grand cercle, domaine infini. 


48. Et à ce sujet, il suffira de se reporter au n° 29 du premier 


Mémoire pour voir que pareille réduction à un domaine fini est 
possible pour toute fonction méromorphe n'ayant aucune valeur 
asymptotique : le plan z a été découpé en<polygones finis contigus 
tels que dans chacun d’eux f(z) prend toute valeur finie ou infinie. 
Cette division remplace, dans le cas présent, la propriété reconnue 
dans les Chapitres précédents aux points de &,, sans être aussi 
précise. 


49. Aussi vy a-t-il lieu de se demander, lorsque la fonction f(s) n’a 
pas de valeur asymptotique, si l'existence de €, peut résulter de 
considérations autres que celle des valeurs asymptotiques de f(z). 
L'étude des zéros, des pôles de f(s), et de leur allure autour du 
point à l'infini, qu'on peut déduire de renseignements sommaires sur 
la croissance de f(s) rendra de grands services ici. Voici quelques 
indications rapides à ce sujet. 


7 G(s) : ‘ : 
50. Soit f(s) = na une fonction méromorphe, quotient des deux 


fonctions entières G(z) et G(s). Formant la famille des /,(3) = f(o"=) 
avec |o|>1, on peut se proposer de voir quelles conditions doit 
remplir {(3) pour que Vensenble &,, signalé aux Chanitres précédents. 
n'ait aucun point distinct de o et x. En tout point du plan distinct 
de o et >, les f,(s) formeraient alors une famille normale. Soit , un 
pareil point, d’ailleurs quelconque. 


D. Rs. LS 


te 


ren nae nas 
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La suite des valeurs Z, = f,(3,) peut être dense dans tout le plan 
des Z ou ne pas l’étre. Les deux cas méritent un examen. 


51. Prewer cas. — Si la suite de Z, = f,(s,) n’est pas dense dans 
tout le plan des Z, soit a une valeur dont les Z, ne s’approchent pas 
indéfiniment. Cela veut dire que, quel que soit 7, 


|fa(30)— a|>e (e fixe 40). 
Si a était la valeur infinie, l’inégalité précédente serait remplacée par 
[fn(z)| <M  (M fixe), 


les f, seraient bornées en =o. 


Alors la suite des est bornée, car F ; 


30) — a 


< €. 


I 
Jn(40)— 4 
I e + 
formeraient une famille normale 


Les fonctions 9,(3) ITR CT ET 
n 
dans tout le plan des = (sauf o et x), comme la famille des f,(z). De 
plus, en z,, ces fonctions seraient bornées. 

Un théorème connu (‘) permet de conclure que, dans toute région À 
du plan contenant =, et ne contenant ni o ni, le nombre des pôles 
de toute fonction #,(=)reste inférieur à un nombre fixe M indépendant 
de n, dépendant naturellement de la région A. Il sera commode de 
choisir pour A une couronne circulaire de centre O limitée par deux 
. cercles de rayons 7 et R. 

Le résultat précédent signifie que dans toute couronne (ro”, Ro”) 
Dr % + -, %) le nombre des pôles de 9(s) restera inférieur à un 
nombre fixe MUR, 7), ne dépendant que des rayons R et r et de la 
fonction 9, mais ne dépendant pas de n. Les poles de o(=) étant 
d'ailleurs les racines de f(z) — a = 0, le résultat précédent prouve 
que les racines de l'équation f(s) — a —0 doivent être assez régu- 
lièrement réparties dans tout le plan, et, en tout cas, que leur 
nombre, dans toute couronne (ro”, Ro”), reste inférieur à un nombre 
fixe M(R, 7). 

(1) Monet, Sur les familles normales de jonctions anal) tiques ( Annales de l’École 
Normale supérieure, 1916, n°* 33 el 34). 
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52. Toutes les fois qu’une propriété connue des zéros de f(z)—a = 0 
contredira le résultat précédent, on pourra affirmer l’existence de 
points de €, distincts de o, +, ou bien on devra conclure que l’hypo- 
thèse faite sur les valeurs de /,(4,) n’est pas justifiée, c’est-à-dire 
qu'il existe une infinité de points 2, = SrA 30) tendant vers a quand 7 
tend vers l'infini. On cherchera à remplacer la valeur à par une autre 
valeur et le point 3, par un autre point s,. On ne devra renoncer à 
utiliser le critérium précédent que dans le cas très intéressant suivant : 
quel que soit 3,57 0, la suite des valeurs Z, = f,(3) est dense dans tout 
le plan des 7; réservons ce cas pour la suite. 


53. On peut, de suite, indiquer des exemples assez généraux 
qu’éclaire une utilisation judicieuse du critérium précédent. Au 
préalable, ce critérium peut être transformé et rendu plus simple. 
ret R sont des nombres positifs arbitraires à l'aide desquels on forme 
les couronnes (r5”*, Ro”). Il n’est pas essentiel que la couronne (7, R) 
contienne 3,, car une couronne quelconque (r, R) contient toujours 
un antécédent ou un conséquent de 3,, soit 3,9", et cela suffit pour 
la validité du raisonnement précédent. 

On peut même montrer que la limite supérieure du nombre des 
acines de f(s) — a — 0 dans une couronne quelconque (r,R) ne 


: R P 
dépend que du rapport des rayons +; autrement dit, on peut trouver 
R pe 
un nombre M (=) tel que dans toute couronne (7, R) d'épaisseur 
. ei . : 
relative donnée —, et quel que soit r, le nombre des racines de 


R . < 
f(s) — a = 0 ne surpasse pas M(® + Car, si l’on pouvait trouver une 
suite de couronnes (7,,R,) (nr—=1,1,...,2) (r,=x), d'épais- 


R R 5 
seur — = — dans lesquelles le nombre des racines de /(z) — a = 0 
n : 
tende vers l’infini avec a, il serait évidemment possible de choisir une 


couronne initiale (7), R,) d’épaisseur initiale finie His assez 
: Pa 


ñ 0 

grande pour que chacune des couronnes (r,, R,) soit composée de 

points intérieurs à une couronne (r,5", Ryo’) conséquente de (7, Ry). 

Prendr R R 

(Prendre par exemple > lsl+ >) Alors le nombre des zéros 
: 0 

de f(s) —a dans la couronne (ry, Ryo) devrait tendre vers 


1 
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l'infini avec n, ce qui est contradictoire avec le résultat précédem- 
ment obtenu. 


54. En définitive, voici comment se résume le critérium précédent : 
S'il existe un point s, du plan, tel que les /,(3,) ne s'approchent pas 
indéfiniment de la valeur a, et si les f,(s) forment une famille 
normale dans tout le plan, hors o et », le nombre des racines 
de f(s) —- a = o dans toute couronne de centre O d'épaisseur rela- 
tive of ne pourra surpasser une limite fixe m(=), quelle que soit la 

_ position de la couronne, fixée par la grandeur de r. L’épaisseur = peut, 
d’ailleurs, être prise arbitrairement. 
\ 

55. Il en résulte que le nombre des racines de f(z) —a = o dans 
un cercle de rayon ¢ est une fonction croissante de 2 dont la croissance 
est limitée supérieurement. Si l’on prend, par exemple, pour sim- 

R 


plifier, = = |o|, et si, partant d’un cercle de rayon r,, on considère 


les cercles ry|o|" (rn =1,2,...,); my étant le nombre des racines 
de f(s) — a —o dans le cercle de rayon 7,, le nombre des racines 
de f(z)—a =o dans le cercle 7, = r,| o|" sera évidemment 


N(rn) Smo + 2M (||) 


logr, — log ry 


logial 


Ceci peut s'écrire, en remarquant que rn = 


logr,— logry 
Pee eee, 
log] | 


N(r»)Em,+M(|o|) 
N(r,) SZ Alogr, + B, 


A et B étant deux constantes, 
En somme, le nombre des zéros de f(s) — a dans un cercle de 
rayon 7 croit moins vite que Alogr + B. Ces zéros DOIVENT DONC ETRE 


ASSEZ RARES. 


quotient des deux fonctions entières 


Nr G(s 
56. Si Von prend f= à = 
T)\e 


Get G,, les zéros de f — a sont les zéros de la fonction entière G —aG,, 
14% 
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et du critérium précédent résulte que, dans les hypothèses faites, 
G — aG, est d'ordre nul. On aurait pu le voir directement, en remar- 
quant que, si les a, sont les racines de G — aG, = 0, la série ps om 
converge quel que soit € positif. . 

En effet, r, étant pris arbitraire, en ne conservant de la série précé- 
dente que les a, de module >r,, on voit qu’il y a M(+) = Mnombres a, 
au plus dont les modules sont entre 7,” et ree, 

Donc 


— | + + si | 
La. < Eponge el à: ood” 


A ) +: F I 
Ce second membre est une progression géométrique dé raison ick SH 
I 


Fun 


quel que soit le nombre positif ¢. Donc vi E converge pour toule 
valeur positive de e. 
Ce qu'on vient de dire de a s'applique à toute valeur à suffisamment 


voisine dea. 


57. Conclusion. — Toutes les fois que, pour une certaine valeur a, 
la fonction entière G—aG, ne sera pas d'ordre nul (G, si a=0; 
G,, Si a = x), on pourra affirmer : 


1° Ou bien que l’ensemble appelé €, existe, avec toutes les consé- 
quences indiquées aux précédents Chapitres ; 

2° Ou bien, si €, n’a pas de points distincts de o et x, que, quel 
que soit le point s, du plan qu'on choisisse (3, 4 0 et £ 2), la suite 
des valeurs /( 5»), f(505); ++, f( 599"), +. admet la valeur a pour 
valeur limite. 


Cette conclusion pourra s’affirmer dans le cas trés général où G et G, 
ne seront pas tous deux d'ordre nul. Dans ce cas, G — aG, n’est pas 
d'ordre nul (sauf pour deux valeurs exceptionnelles de a au plus) et 
le critérium s’applique, il indique : 


1° Ou bien que €, existe et qu’alors il-existe des points =, distincts 


de o tels que, si petit que soit ®, entourant z,, la fonction f= = prend 
F1 


uns 


PROPRIETES NOUVELLES DES FONCTIONS ENTIÈRES OU MEROMORPHES. 209 


dans l'ensemble des domaines ® 00" (hk =1, 3, .)., 0) toute valeur 
finie ou infinie, sauf peut-étre deux au plus; 

2° Ou bien que, quel que soit le point s, du plan (Lo et £%), la 
suite des valeurs Z, = f(s)3” )(n=1, 2,..., 90) est dense dans tout 
le plan Z, conclusion qui est à la précédente, comme le théorème de 
M. Picard est à celui de Weierstrass. 

Il est assez curieux de voir s’introduire ici, comme fonctions 
pouvant créer des exceptions, les fonctions méromorvhes quotient de 
deux fonctions entières d'ordre nul. On verra, dans un troisième 
Mémoire, que dans certains modes d’approximation du point à l'infini, 
les fonctions entières d'ordre nul interviennent elles-mêmes directe- 
ment (ct non par leurs quotients ), pour créer aussi des cas d'exception. 
Au point de vue actuel, ces fonctions d'ordre nul apparaissent, une 
fois de plus, comme des fonctions singulières après avoir été maintes 
fois signalées comme telles par les géomètres qui se sont occupés des 
fonctions entières. 


58. DEUXIÈME cas. — Que pourrait-on, dire, dans le cas où, quel que 
soul =, #0, les valeurs Z,= f(z,5") seraient denses dans tout le plan, 
la famille des f,(s) = f(se") étant cependant normale dans tout le 
plan, sauf à l’origine et à l'infini. 

Si l’on prend une valeur quelconque a, finie ou infinie, il existe 
une suite 


ne anna astres Fny (4); tery 


qui converge uniformément dans tout domaine fini ne contenant pas 
l’origine, vers une fonction limite méromorphe (pouvant être 
constante) prenant en s, la valeur a: 

1° Si la limite est constante, il peut se faire que les fonctions f, (>) 
ne prennent pas au voisinage de =z, la valeur a, c’est-à-dire qu'on 
puisse trouver un cercle ®, de centre =, tel que, dans aucun des 
domaines ®,9”p, la fonction f(s) ne prenne la valeur a. Mais alors, 
quel que soit ce domaine ®,, pourvu qu’il ne contienne pas l’origine, 
f(s) tendra uniformément vers a dans les domaines @,7"» lorsque p 
tendra vers l'infini ; 

204Si la limite n’est pas constante, elle prend en s, la valeur a, et, 
par suite, dans un cercle #,, arbitrairement petit, contenant z,, les 

Ann, Ec, Norm., (3), XXXVII. — Jurer 1920. 27 
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fonctions f,,(=) p'ennent toutes, pour p > Po» la valeur a, c'est-à-dire 
que, dans l’ensemble des domaines ®,3"», si petit que soit ®, entou- 
rant 3,, la fonction f(s) prend, effectivement, une infinité de fois, la 
valeur a. 

On peut résumer l’alternative précédente de la façon suivante : 


59. Si la famille des f,(z) = /(<o") est normale dans tout le plan 
(hors o etx), en considérant un domaine quelconque ®,, arbitrairement 
petit, ne contenant pas l’origine, et les domaines ®, 5” (7 = 1,2,..-,%), 
on peut dire : 

1° Ou bien que f(s) prend dans l’ensemble des domaines 


Ms" (DEMO 5 OS) 


toute valeur finie ou infinie sans exception. Ceci se produit, en parti- 
culier, lorsqu'il n’y a aucune constante parmi les fonctions limites de 
la famille f(z). Tout point du plan s (hors o et +) jouit alors de la 
propriété remarquable reconnue dans les Chapitres précédents aux 
points de l’ensemble ¢,, sans que, cependant, la famille des f, cesse 
d’être normale en ces points; 

2° Ou bien, s'il y a des valeurs exceptionnelles, que f(s) ne prend 
dans aucun des domaines ®,5" (ou n’y prend qu’un nombre fini de fois), 
chacune de ces valeurs est une constante limite de la famille des f,, vers 
laquelle f(s) tend uniformément dans une suite de domaines ®,5» 
quand p devient infini. Cette conclusion est vraie alors, quelque 
grand qu’on choisisse ce domaine @, initial, pourvu qu'il ne contienne 
pas l’origine. 


CHAPITRE IV. 


INDICATIONS SUCCINCTES SUR QUELQUES AUTRES MODES REGULIERS 
D'APPROXIMATION, 


I. 


60. Supposons que le point singulier essentiel de la fonction 
uniforme /(=) soit à l'origine, et envisageons une substitution 


(1) 3,=8(s)=ss +a,5°+..., où RTS 


pour laquelle l'origine soit un point double attractif. 
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Partant d'un point = suffisamment voisin de l’origine, les propriétés 
élémentaires de l’itération de la substitution (1) prouvent que les 
conséquents 5,, 3,,..., 5,,... de = tendent vers l'origine, et de telle 
facon que 

[a <H}:|, MES + <u 


dès que |s|S7, et par suite |Z,[ << H"{:|. 

Si C est un cercle de centre O de rayon <r, ses courbes const- 
quentes seront des courbes fermées analytiques C,,G., ....-Us, . 
s'entourant mutuellement, critourant l’origine et tendant vers zéro 
‘quand devient infini. Il y a correspondance analytique et biunivoque 
entre les couronnes (G, C,)(C,, Ga)... (Css C:).... Il est visible, 
dès lors, qu’on peut appliquer à la famille des fonctions 


FACE) 


les raisonnements appliqués dans les précédents Chapitres à la 
famille des 


ules fiss*). 


61. Toutes les propriétés établies dans les Chapitres précédents 
pour l’approximation du point singulier essentiel z—0o par des 
points ss“ (|s|<1;n=1, 2,...,2%) sont valables quand on opère 
approximation de ce même point par les points Z,=S$,(s) consé- 
quents de = par les itérées de la substitution Z, = S(s)=ss+.... 

En particulier, pour toute fonction f(z) uniforme autour de O, et 
pour laquelle existe un chemin tendant vers O sur lequel f(s) tend 
vers une limite, on peut toujours, dans un cercle |=|S7r si petit qu il 
soit, trouver un ensemble E, de points, invariant par la substitu- 
tion s,=S(s) et tel que, si l’on entoure un quelconque de ses 
points z,, d’une aire arbitrairement petite ©), dont les itérées succes- 
sives, par les $,(2), soient les aires ®)5,, la fonction f(z) prenne 
dans l’ensemble: des aires (,S, toute valeur finie ou infinie, sauf 
peut-être deux valeurs au plus. 

La famille des fonctions 7, =) =/[S,(¢)] n’est normale en aucun 
point de E,, elle est normale en tout point voisin de O n’appartenant 
pas à Ky. 
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Remarque. — Le mode actuel d’approximation ne diffère, d'ailleurs : 
pas, essentiellement, du mode régulier utilisé aux précédents Cha- 
pitres. 

En effet, si pour | s|S7 le développement (1) converge (7 assez petit ), 
les développements de toutes les itérées 


Sn = Sans) Es Eee 


convergent aussi dans |:|£r, et il résulte des travaux de M. Kœnigs 


que la limite de ea est une fonction analytique de = dans le 


cercle |=|<7. Cette fonction diffère aussi peu qu’on le veut de s pourvu 
que 7 soit assez petit. On voit donc que l’on aura, pourn > n,, 
ae ng 


ss 


1] <e(7r) 


‘ 


quel que soit 3 dans |s|Sr, pourvu que r ait été pris assez pelit, 
£(r) étant infiniment petit avec r. 

La suite des points 5, 5,, ..., 3, ... différera donc asymptotique- 
ment aussi peu qu’on voudra de la suite 


. — 2 - n - 
Ss, S"=, …..s S =, ... 


pourvu que le point initial = reste à une distance assez petite de 
l’origine. 
IT. 


62. Supposons maintenant le point singulier essentiel rejeté à l’in- 
fini. Un mode régulier d’approximation du point à l'infini, souvent. 
utilisé, consiste à prendre les points s + nw (n=+1, +2,..., +) 
déduits d'un point quelconque s par addition indéfinie d'un nombre w 
appelé souvent période. 

fs) étant une fonction entière ou méromorphe quelconque, si l’on 
forme la famille des f,(:) = f(s + nw), y a-t-il lieu d’espérer qu'il 
existe toujours un ensemble de points E,, où la famille des /,,(3) cesse 
d'être normale. 

L'exemple, immédiat des fonctions périodiques montre qu'il faut 
renoncer à obtenir ici des théorèmes aussi généraux que ceux qui font 
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l’objet des deux premiers Chapitres du présent Mémoire. En effet, si f(s) 
est une fonction entière admettant la Font w, les f,(z) sont toutes 
identiques à fs), et par suite E, n’a aucun point à distance finie; 
même conclusion si f(s) est méromorphe, doublement périodique, 
w étant une période quelconque. 

On peut même affirmer, sur l'exemple bien simple de la fonction ¢*,. 
dont la période est 277, que pour aucune valeur de w, les 


Tne) — e3+n0) 


. n’admettent d'ensemble E,,. 

En effet, 

G Jn(s) = ee f (5). 

Donc : 

1° Si A(w)>o, ec” devient infini avec n, si n>>o; donc dans 
une aire quelconque du plan =z, les f,( 2) tendent uniformément vers 
l'infini avec 7 positif; 

2° SiRw <o, e tend vers zéro lorsque n tend vers +; donc 

, . A A I . 

/,(s) tend uniformément vers zéro avec =” dans une aire quelconque 
du plan. Les conclusions du 1° et du 2° sont inversées pour n> — 2; 

3° Siaw =o, |e”|=1; donc [f,(s)| =|/(<)| et par conséquent 
dans toute aire du plan les | f,(=)| sont bornés. 

Dans tous les cas, la famille des /,(s) est normale dans tout le 


plan. 


63. L’ensemble E, des points autour desquels la famille des /,(z) 
n’est pas normale n’existe done que pour des classes particulieres de 
fonctions entières ou méromorphes. A cause de cela, la recherche des 
conditions dans lesquelles on peut affirmer l’existence de cet en- 
semble présente moins d’intérét que la recherche qui fait l’objet des 
Chapitres I ct II, le résultat à espérer devant être moins général. I] ne 
serait cependant pas sans intérêt de chercher des classes assez géné- 
rales de fonctions entières pour lesquelles E, existe, car pour une 
telle fonction, c'est dans un ensemble d’aires toutes infiniment petites 
(Dy, D, Eno,n—=1, 2, ...,%) que f(s) prendrait toute valeur finie, 
sauf peut-être une, ®, étant prise arbitrairement petite autour d'un 
point z, de E,,. 
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Les conséquences tirées de là, relativement a l’approximation 
simultanée des racines de toutes les équations f(s) — a= o (quel que 
soit a) par des nombres s, + no, seraient plus précises que celles 
qu'on a obtenues aux Chapitres I et II, l’approximation obtenue étant 
plus serrée qu'aux Chapitres cités. =, étant point de E,, on peut 
affirmer en effet que, sauf peut-être pour une valeur finie de a, il y a 
parmi les racines de cette équation f(Z) — «a — 0, une infinité ‘de 
nombres Z,(a), Z,(a),..., Z,(@), ... auxquels correspond une infi- 
nité de points 5) + p,, 3, + P2®, ..., So + PaO +... (|p,] tendant 
vers l'infini sans que l’entier p, ait nécessairement un signe défini) 
tels que 

| Znda@) — (30 + Pn) | 


tende vers zéro quand n devient infini. (Bien entendu, la suite des 
entiers positifs ou négatifs dépendrait de Ja valeur a considérée.) On 
se rappelle qu'aux Chapitres I et IF, c'était seulement 


| log Z,, (a) — log ( so a?) | 
qui tendait vers zéro. 
III. 


64. On pourrait aussi utiliser des suites d'approximation à double 
indice entier 2, = 2 + po, + qu, p et g étant deux entiers positifs 
ou négatifs quelconques, @, et w, deux périodes complexes fonda- 
mentales dont le rapport ne soit pas réel. 

On formerait la famille des 


Fra) =f (s+ poi+ qu) 


l'on chercherait pour quelles catégories de fonctions entières ou 
méromorphes il existe un PP ES de points KE, 4, tels que la 
famille des /,,(3) ne soit normale en aucun point de l'ensemble. 

I,’ exemple des fonctions simplement ou doublement périodiques 
montre que Ey, n'existe pas toujours. Si, par exemple, / (2) = €, 
Kuo, N'existe jamais, quels que soient ©, et @,. Si /(z) est une fone- 
tion elliptique dont w,, @, sont deux périodes quelconques, E 
existe pas non plus. 


GMs 
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Les fonctions entiéres ou méromorphes pour lesquelles Kyo, existe 
jouiraient de cette remarquable propriété qu'on pourrait approcher 
indéfiniment parles sommets d’un même réseau de parallélogrammes, 
d’une infinité de racines de toute équation f(z) = 4, sauf peut-être 
pour une ou deux valeurs de a. | 


65. C’est plus particulièrement pour le mode (Vapproximation 
par les 
Spq—st+po,+ qo, (PPS {ats YS St 06) 


‘que les notions de croissance, d’ordre, etc., dont on a fait usage au 


troisiéme Chapitre, trouveront un emploi facile et pourront conduire 
a des résultats satisfaisants. 

En voici un exemple simple. 

Soit f(s) une fonction entiére ou méromorphe pour laquelle Fe, 
n'existe pas. Alors, dans un parallélogramme de périodes, les f,/(3) 
sont toutes normales. Soit z, un point quelconque du plan; deux cas 
seulement sont possibles : | 


1° La suite des nombres, = f,(2,) est dense dans tout le plan des 7, 
quel que soil 35. 


C'est là déjà une propriété bien remarquable, puisque /( 2) pourrait 
approcher indefiniment de toute valeur finie ou infinie, aux sommets 
d'un réseau de parallélogrammes de périodes (@,, @,) construit à 
partir d’une origine quelconque du plan. 


66. 2° Il existe un point z, au moins tel que la suite des 
PEER PIE) 


ne sou pas dense dans tout le plan Z. 
Soit a une valeur telle que | f,,(:,) — a| > € quels que soient p etq 
[si a est infini, l'inégalité précédente estremplacée par|f,,(5)| M]. 


Les sont des fonctions méromorphes, bornées au 


I 
Jv,q(4) — à : 
point s,, et formant une famille normale dans tout le plan, au même 


titre que les f,,(=). 
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Dans un parallélogramme de périodes contenant so, le nombre des 


poles de toute fonction est limité supérieurement par un 


I 
fra(s)— a 
nombre fixe. On en déduit que dans un parallélogramme de périodes 
quelconque, il ne peut exister qu'un nombre de racines de f(s) — 4 = 0 
inférieur à un nombre fixe M. 


Un cercle de rayon r de centre O contient un nombre de parallélo- 
Tr 


2 . 
grammes de périodes asymptotiquement égal à Oo’ Q désignant l'aire 
d’un parallélogramme de périodes. Le nombre des racines que l’équa- 
tion f(s) — a — o possède dans un cercle de rayon 7 ne peut donc 


M, si l'on désigne par N(r) ce 


surpasser asymptotiquement 
nombre, on voit que son ordre de croissance, par rapport à r, ne peut 
surpasser 2. 

Il est visible d’ailleurs que la série v) LEURS converge pour 9 > 2, 
en désignant par s,(a@) les racines de l'équation J(s)—a@=0; car 
dès que | s,(@)| surpasse une certaine limite, on majore la série pré- 
cédente en remplaçant les =,(a@), situés dans un parallélogramme du 
réseau, par M points confondus avec un sommet du réseau. L'ordre de 
la suite des z,(a) ne peut donc en aucun cas surpasser 2. 

Ce qui s’est dit de a peut se dire de toute valeur } differant de a de 
moins de € : car, d'une telle valeur b, les f,,(5,) ne peuvent s'appro- 
cher à moins de e — |b — al. 

On sait d’ailleurs (voir Bonet, Leÿons sur les fonctions meromorphes, 
p. 66) que, pour une fonction méromorphe d'ordre 6, il y a au plus 
deux valeurs a pour lesquelles la suite des racines de f(s) —a=o 
ne soit pas d'ordre ¢. 

L'hypothèse que nous avons posée au début du numéro précédent 
[c'est-à-dire que l'ensemble des Z,,= /,9(50) n'est pas dense dans 
tout le plan] n'est donc possible que st l’ordre de f(s) ne surpasse pas 2 
(c'est d’ailleurs le cas de toute fonction elliptique). 


Conclusion. 


67. Pour toute fonction meromorphe d'ordre > 2, on peut affirmer la 
conclusion remarquable qui suit. 


LL à ce, La 
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1° Ou bien pour toute valeur z, la suite des Z,,,= f(z, +po,+ go) 
est dense dans tout le plan des Z : c’est-à-dire que es valeurs de f(s) 
aux sommets d'un réseau quelconque de parallélogrammes (w,, w,) 
s’'approchent autant qu'on le veut de toute valeur finie ou infinie ; 

2° Ou bien il existe un ensemble E,,.,, (invariant par toute transla- 
{ion po, + gw,) en chaque point duquel la famille des f,,(=) cesse 
d'être normale. Su petite que soit l'aire ®, entourant un point 5, 
de E,, la fonction f(=)prendra une infinité de fois dans l’ensemble 
des aires ®,+py, + qu, (p,q = E1, £2,..., Hx) toute valeur 
finie ou infinie, sauf peut-être deux valeurs au plus. 

La suite des sommets du réseau 5, + pw, + gw, jouit alors de la 
propriété d’approximation suivante : 

Quelle que soit la valeur 4 (hormis les deux valeurs exception- 
nelles possibles), on peut choisir parmi les-racines de f(s) —a=o 
une infinité de racines z,(a), =,(a), ..., 2,(@),... auxquelles cor- 
respondront une infinité de sommets du réseau Z,+ p,w, + 9, M2, +++ 
Lo + Pn, + 4n@23 +. (dépendant de la valeur a considérée), tels que 


la différence 
|Zn(@) — (30 + Pr 1 + Gn2) | 


tende vers zéro lorsque n grandira indéfiniment. 

En abrégé : la suite des sommets du réseau z4 + po, + go, s'approche 
indéfiniment d'une infinité de racines de toute équation f(z) — à — 0 
non exceptionnelle. 


68. Remarque. — Dans le cas 1°, où les f(z) + po,+ 92) —2,, 
sont denses dans tout le plan Z quel que soit =,, sans que cependant 
l’ensemble E,,,,, existe, on montrera aisément, par un raisonnement 
en tout pareil à celui des n° 58 et 59 du présent Mémoire que, ®, étant 
un domaine quelconque du plan = (arbitrairement petit si l’on veut), 
et ®, + po, + go, les domaines qu’on en déduit par toutes les trans- 


lations pw, +9, : 
A. Ou bien f(z) prendra dans l'ensemble de tous ces domaines toute 
valeur finie ou infinie sans exception. Cela arrivera toujours si la suite 


des fonctions 
Spa's) =f (5+ p%1+ qos) 
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n’admet aucune constunte parmi ses fonctions limites. Tout point du 
plan jouit alors de la propriété d’approximation indiquée ci-dessus, 
puisqu’on peut supposer ®, arbitrairement petit. 


B. Ou bien, s’il y a des valeurs exceptionnelles que /(=)ne prend 
dans aucun des domaines ®,+pw,+q, (ou n'y prend qu'un 
nombre fini de fois), chacune de ces valeurs est une constante limite 
pour la famille des fonctions f,,(=), vers laquelle /(=) tend unifor- 
mément dans une suite convenable de domaines ®,+ p,0, + g,w: 
allant à l'infini (®, pouvant ici être arbitrairement grand). 


oe ee 


LES THEOREMES GENERAUX DE M. BOREL 


DANS 


LA THEORIE DES FONCTIONS ENTIERES 


Par M. G. VALIRON. 


Ss 0 Ss - 


Daus son Mémoire Sur les séros des fonctions entières ('), puis dans 
ses Leçons (7), M. Borel a démontré plusieurs propositions générales 
relatives à la croissance des diverses fonctions qui s’introduisent dans 
cette théorie. Si l’on considère le maximum M(r) du module de la 
fonction entière /(z) sur le cercle |z|= 7, le maximum A(r) de 
la partie réelle de la fonction sur le même cercle, le maximum M'(r) 
du module de la dérivée, et le terme de plus grand module du déve- 
loppement de Taylor de la fonction, m(r); toutes ces fonctions de 7 
ont même ordre de grandeur, en ce sens qu’il existe une suite de 
valeurs de r, indéfiniment croissantes, pour lesquelles le rapport 
des logarithmes de deux quelconques de ces fonctions tend vers 1. 
M. Borel montre même que ce rapport tend vers 1 lorsqu'on exclut 
sur l'axe des r des intervalles tels que la longueur totale des intervalles 
exclus entre o et r est infiniment petite par rapport ar. | 

J'ai démontré dans ma Thèse (*) et dans une Note ultérieure (*) 
des propositions plus précises, notamment en ce qui concerne les 
fonctions d’ordre fini, pour lesquelles le rapport de deux quelconques 
des’ fonctions considérées ci-dessus reste compris, à partir d'une 


SI 


(1) Acta mathematica, |. XX, p. 357-396. 

(2) Leçons sur les fonctions entières, Paris, 1900. 

(3) Sur Les fonctions entières d'ordre fini et d'ordre nul et en particulier les fonctions 
à correspondance régulière ({nnales de la Fuculté de Toulouse, 1913, p. 117). 

(+) Sur quelques théorèmes de M. Borel( Bulletin de la Société mathématique, 1911). 
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certaine valeur de r, entre deux puissances de r dont les exposants 
sont liés à l’ordre de la fonction. Dans le cas de l’ordre infini, la 
méthode employée donne également des résultats assez précis, mais à 
l'extérieur de certains intervalles d'exclusion ('). 

Dans deux Mémoires publiés dans les Tomes XXXVII et XLI des 
Acta mathematica (*), M. Wiman a obtenu des inégalités beaucoup 
plus serrées entre les fonctions en question, et a montré que, dans 
le voisinage de la valeur de s donnant au module sa valeur maximum, 
l'argument de la fonction se comporte comme celui du terme maxi- 
mum. Mais la méthode de M. Wiman ne semble pas pouvoir donner 
facilement la grandeur des intervalles dans lesquels ces inégalités ont 
lieu ; la démonstration nouvelle du théorème de M. Picard donnée par 
ect auteur est donc encore assez compliquée. 

J'ai montré dans deux Notes des Comptes rendus (*) que je me 
propose de développer ici, que les inégalités de M. Wiman ont lieu 
presque partout; la démonstration découle très simplement de la 
considération du polygone de Newton introduit par M. Hadamard dans 
son Mémoire de 1893. La propriété de l'argument de la fonction signalée 
ci-dessus a lieu dans les mêmes conditions et pour toutes les valeurs 
des pour lesquelles le module de la fonction est voisin de son maximum. 
L’impossibilité d’une relation de la forme 


eS (3) 4 eSsi2) = 1 


est alors aussi manifeste lorsque f,(2) et /o(s) sont des fonctions 
entiéres que lorsque ce sont des polynomes. La démonstration du 
théoréme de M. Picard ainsi obtenue semble plus simple que celle 
indiquée par M. Borel à la page 388 de son Mémoire cité dans laquelle 
intervient la relation entre le minimum et le maximum de la fonction 


(1) Sur la croissance du maximum du module des séries entières (Bulletin de la Société 
mathématique, 1916, note de la page 60). 

(?) Ueber den Zusammenhang: zwischen dem Maximalbetrage einer analytischen 
Funktion und dem grissten Gliede der zugehirigen Taylor’schen Reihe (Acta mathe- 
matica, t. XXXVII); Ueber den Zusammenhang zwischen dem Maximalbetrage einer 
analytischen Funktion und dem gréssten Betrage bei gegebenem Argumente der Funktion 
(Acta mathematica, t. XLI). 

(3) Tome 166, p. 605, et tome 167, p. 988. 


» 
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sur un même cercle, et qui exige aussi l'introduction des valeurs 
ordinaires. 

Dans la premiere Partie du présent travail j’ai réuni les diverses 
propositions utiles à la démonstration du théorème de M. Picard, afin 
de mettre en évidence la simplicité de cette démonstration. 

Les théorèmes généraux relatifs à la comparaison des fonctions 
M(r), m(r), A(r), M(r), plus précis que ceux de M. Borel et qui 
complètent ceux de M. Wiman, et diverses autres propositions, font 
l’objet de la seconde Partie. 

Je donne dans une-troisième Partie les extensions relatives aux 
fonctions définies par les séries entiéres, en insistant surtout sur la 
classe de ces fonctions pour laquelle les propriétés ont encore lieu 
en général, comme pour les fonctions entiéres. On est ainsi conduit 
à étendre à une certaine classe de séries entières le théorème de 
M. Picard, mais les résultats que l’on obtient par cette méthode sont 
moins généraux que ceux que l’on peut déduire d’une inégalité 
de M. Schottky. Je n’ai signalé ici ces propriétés que pour. montrer 
le parti que l’on peut en tirer dans le cas des fonctions entières 
et en particulier celles d'ordre infini, pour lesquelles on arrive 
ainsi à compléter l’un des résultats nouveaux obtenus récemment 


par M. Julia (*). 


I. — Le théorème de M. Picard. 


1. Nous considérons une fonction entière /(3) =D ea et nous 


; 0 

désignons par M(’) le maximum du module de la fonction pour | ser 
et par m(r) le plus grand des nombres |c, |r”. | 

Soit — g, le logarithme du module de c,. Si l’on prend deux axes 
rectangulaires Ox, Oy et que l’on place les points A, de coor- 
données æ,=n, Yn = Sn» on peut définir au moyen de ces points un 
polynome de Newton concave vers les y positifs, ayant pour sommets 
certains points des A,, tous les autres points À, étant sur les côtés du 
polygone ou situés du côté de la concavité. Soit, en effet, A, le 


D — 
(1) Voir les Notes de M. JuLia (Comptes rendus, t. 168). 
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premier point A, qui n ‘est pas rejeté à l'infini, les coefticients angu- 
laires des droites joignant ce point aux points d'indice supérieur à 7, 
ont pour limite l'infini, puisque le quotient de g, par » croit indéfini- 
ment avec ». Ces coefficients angulaires ont donc un minimum yp, 
atteint pour une droite déterminée, soit A,, le point A, de plus haut 
indice situé sur celte droite; les droites joignant ce point aux points 
d'indice supérieur à », ont un coefficient angulaire supérieur à w,, le 
minimum w., de ces coefficients angulaires est supérieur à 4, car il ne 
peut lui être égal d’après la définition de A,,. À y, correspond un 
sommet A,, et ainsi de suite indéfiniment. Les nombres y, croissent 
indéfiniment avec zn. 

Nous désignerons par la notation 7(/) le PORTA de Neon ainsi 
‘formé avec les points A, 

Pour une valeur déterminée r, le terme maximum de f(s ) dont le 
module est égal a mir); correspond à la valeur de x pour laquelle la 


quantité 
En—n sae r 


est minimum. Si 2 = »(r) est une telle valeur de x, on aura pour tout 
nombre 2 la relation 


En+i — &nZtlogr, 


ce qui exprime que les points A,,; sont du côté des y positifs par 


rapport à la droite de coefficient angulaire logr menée par le point A, 


ou bien sont sur cette droite. La valeur n(r)est donc l’abscisse du 
sommet de +(f) qui est tel que la droite de coefficient angulaire logr 
menée par ce point ne traverse pas le polygone. n(r) est en général 
unique, il admet plusieurs déterminations lorsque logr est égal à la 
pente y, d’un des côtés de x(f); dans ce cas nous conviendrons de 
désigner par (7) la plus grande abscisse des deux sommets de x(f) 
situés sur ce côté. Nous dirons, dans tous les cas, que la droite 
de pente logr menée par le sommet Ann est tangente au poly- 
gone r(f). 

La connaissance de n( f) entraine donc celle du rang n(r) du terme 
maximum, et aussi de m(r) dont le logarithme est égal à 


n(r}logr— gars 


0-00 tana 
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Inversement, si m(7) est complètement connu, 7(/) le sera égale- 
ment. 
Il résulte de là que si deux fonctions f,(<) et f,(z) admettent des 


_ polygones x(f,) et x(f,) identiques, elles ont pour toute valeur de r 


méme terme maximum. En particulier, on voit que si l’on désigne 
par G, l'ordonnée du point d’abscisse n de x(f), la série à termes 
positifs 


L 2 


F(r) > eG pr, 


0 


qui majore f(z), a pour chaque 7 un terme maximum égal à celui 


de f(=) et de même rang. 

Si deux fonctions f,(s) et /,(:) admettent des polygones 7(/,), 
m(f,) ayant un sommet commun, et si ces polygones ne se traversent 
pas, il existe une valeur au moins de r pour laquelle le rang et lavaleur 
du terme maximum sont les mémes pour les deux fonctions. 


2. Désignons par J(u) une série entière de la variable réelle w, à 
coefficients positifs croissants, non bornés, dont le rayon de conver- 
gence est l’unité 
(1) F(w) = Ser ur. 

: 0 

Les nombres 3¢(7) croissent indéfiniment et leur quotient par n tend 
vers zéro. Nous supposerons de plus que la fonction (x) admet 
une dérivée décroissante, qui évidemment tend vers zéro. Les puints B, 
de coordonnées æ,= n, y, = — #(n) sont alors les sommets d'un 
polygone concave vers le haut que J'appellerai encore +(#); et pour 
chaque valeur de w inférieure à 1 la fonction #(u) possède un terme 
maximum qui s'obtient en menant à r(#) la tangente dont la pente 
est logu. i 

- Soient / un nombre positif quelconque, et ; un nombre inférieur à /. 


A la série #(7) considérée comme fonction de nous pouvons faire 
| (2 i s'obtient à partir de +(#) en 
correspondre un polygone r| # à qui s'obtient à partir de «(5 


ajoutant à l’ordonnée de chaane  mmetB, la quantité » log/. Autre- 
16% 
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ment dit, = [#(7)] s'obtient en construisant 7(#) à partir de Oy et de 
l’axe oblique OX,, OX, ayant pour équation y =  log/. | 


La pente des côtés de «| #(7 


7) | croit et tend vers log/, ce polygore 


reste donc à partir d’une certaine valeur N(/) de » au-dessous du 


polygone x(f) dont la pente des côtés croît indéfiniment. Il en 
résulte qu’on pourra, en effectuant une translation de = [#(3)| paral- 


lélement a Oy, faire en sorte que le nouveau polygone obtenu ait 
avec x(f) un ou plusieurs sommets communs, tous les autres 
sommets de ce polygone étant au-dessous de x(f). En effet, si l’on 


effectue sur «| ¥(7) | les N(Z) translations amenant chaque som- 


met B de rang inférieur à N(/) en coincidence avec le point de même 
abscisse de r(f), il existera parmi les polygones obtenus un polygone 
au moins situé au-dessous de tous les autres. Si — logé(/) désigne la 
translation. correspondante, le polygone ainsi obtenu est relatif à 


la fonction #(1)8(7)> nous l’appellerons «| &#(7)|: 
Soit n(J, #) la plus grande abscisse des sommets communs à r(f) 
et x [43(7)]. Toute tangente à r[45(7)] en un sommet commun est 


aussi tangente à w(f), en particulier la droite dont le coefticient 
angulaire logr(/) est donné par l'égalité 


(2) logr({)=log!—K'[n(1,#)], 


qui est tangente à Li LE | au point d’abscisse n(/, ¥), est aussi 


tangente à r(/f). Pour cette valeur r(/) de r les fonctions F(r) 


et k(1)9(7) ont donc des termes maxima égaux et de méme rang, et 
de plus, puisque tous les sommets de x(/) sont au-dessus (au sens 
large) de ceux de «[&3(7)], les coefficients de F(r) sont inférieurs 


ou égaux à ceux de #(L)8(7)> f(z) est majoré par cette fonction. 
Faisons croître / de façon continue. La fonction n(l, $) ne peut 


décroitre, car la pente d’un côté de rang fixe de r[45(7)|] croit © 


\ 


THÉORÈMES DE M. BOREL DANS LA THÉORIE DES FONCTIONS ENTIERES.. 22) 


_ indéfiniment avec /, pour cette même raison n(/, #) ne peut rester 
finie lorsque / croit indéfiniment. 5e’ [2(4, #)] est done une fonction 
discontinue décroissante de J, tendant vers zéro lorsque / croit 
indéfiniment. D’après l'égalité (2), r(Z) est done croissante et croit 
indéfiniment avec /. Les discontinuités de logr(Z) sont celles de 3’, 
elles se produisent pour les valeurs de / rendant n(J, f) discentinüe, 
et correspondent par suite-aux valeurs de / pour lesquelles les poly- 


gones r(f)etr L#(5)| ont plusieurs sommets communs. Le nombre 


de ces discontinuités entre o et r(/) est donc inférieur à n(/, $), et 
leur somme est inférieure à la variation totale de — ae’ = qui est 
finie. 
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 


I. Etant données une fonction entière quelconque f(s) et une série 
entière $(u) de la forme (1), on peut faire correspondre, en général, 
a une valeur r, deux nombres k et l'tels que, pour cette valeur de r, les 


Ae ‘ad ack AS : , 
deux fonctions f(s) et k$ (7) aient leurs termes maxima égaux et de 


même rang, et que la premiere de ces fonctions soit majorée par la 
seconde. Les valeurs de r comprises entre o et R pour lesquelles la pro- 
priété n’a pas lieu peuvent être enfermées dans des intervalles dont le 
nombre est au plus égal à n(R) et dans lesquelles la variation totale 
de logr est, quel que soit R, tn férieure à un nombre fixe ('). 


Pour abréger, nous dirons dans ce qui suit que les valeurs pour 
lesquelles la propriété a lieu sont ordinaires, les autres valeurs seront 
dites exceptionnelles, on sous-entendra que ces valeurs sont ordinaires 

.ou exceptionnelles relativement à une fonction de comparaison déter- 
minée $(u). Pour que r soit valeur ordinaire, il faut et il suffit, 
d’après ce qui précède, qu’il existe deux nombres # et / tels 


que «| #3(5) | aitrun sommet commun avec z(_/'), soit au-dessous de 


——————— ————————LLPRP2—iaC—— Seer ee 
(1) Dans mes travaux précédents: je disais dans les cas analogues que les points 
excptionnels pouvaient être enfermés dans un ensemble dénombrable d'intervalles : vette 


-expression abrégée a le défaut de manquer de précision. 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVIL. — AoùT 1920. ÿ 29 
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lui, et que la droite de pente logy menée par ce sommet commun soit 
tangente au premier de ces polygones. 


3. Nous prendrons pour fonction de comparaison 
(3) | I(o) Dente (o<a<1) 


et démontrerons le corollaire suivant du théoréme I. 


CorozLame I, — g étant un nombre positif et r une valeur ordinaire 
supérieure à un nombre R,, on a Vinégalité 


=e \ 
| +1) (1-7) 


(4) > [P|7]ensp| rete <Agm(r)n : 


pan 


dans laquelle n est le rang n(r) du terme maximum m(r), et Ag un 
nombre fixe. 


D'après la proposition 1, le premier membre de l'égalité (4) est 
majoré par l’expression 


= 2 
" L fp\n+p { »\p 
> |p |" a) an (E>) > |p |? etr+n" “(5) F 


P=-n p=-n 


Dans la série qui figure au second membre de cette égalité, les coeffi- 
cients de |p|? sont tous inférieurs ou égaux à un, et n est l’un des 
entiers encadrant la racine de l'équation en a, 


: arr! — log (7): 


équation obtenue en cherchant le rang du terme maximum dans la 
Pees « . , 

série (3), puis en remplaçant « par 7: Nous allons montrer que le 

rapport de la somme de cette série à la somme de ceux de ses termes 


dont le rang est compris entre + n, est inférieur à un nombre fixe, 


a 
n . An ’ . “ E= 5 Là 
n, étant le plus grand nombre pair inférieur à Byn ? et B, étant 
convenablement choisi. 
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z étant un nombre positif, considérons le rapport 9; des termes de 
Bia = LT : : ‘ 
rangs > +vetn,+1, le logarithme de ce rapport est 
AR + . n ji A r 
logo; == 9 lop n oi ea) À Be = Peo IB 
Oe a ga OE a te RE HE) oe ay log ts 
E laçant dans sion log(° sa limite supé 
an remplaçant dans cette expression log 7) Par sa limite supé- 


rieure —a(n +1)", le coefficient de g par son maximum log2 et la 
différence des second et troisième termes par l'application de la formule 
: des accroissements finis, on obtient 


a a—1 3 
loges <q loga+ <n,| (n+ ni) = (nye 


2 
M —1 
<gloga + Zn,| (n+) = pins], 
d’où enfin | ; 
= 2 
logpi < q log? + sein a)? C ts wy" 


a(i—a) 


<qlog2— 7 Bui en) (1). 


Si l'on suppose que x(1 — «) B est supérieur à 4qglog2 + 5, on voit 
que, sous la seule condition que n soit suffisamment grand, c’est-à-dire 
pour 7 supérieur à un nombre fixe R,, logs; sera inférieur à — 1. Si 
l'on appelle S’, la somme des termes de la série considérée dont le 
rang est compris entre #2 + 1 et 2, on aura donc 


i CA : 
Nest ER TN 
0 0 ny € 


CENT 


et par suite 


a ei é be uke gh 
S, <= = ae es 2 


\q rn(i-Z) 
e-—1 A e— 7 ; 


(1) Nous désignerons par €, ou 2,, ou :(+), toute fonction positive de 7 ou .r tendant 
vers zéro lorsque n ou + croissent indéfiniment, et par 7, toute fonction réelle ou com- 
plexe dont le module tend vers zéro. 
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On obtiendra une inégalité analogue pour la somme S°,,_,, le corol- 
laire est donc démontré. 


Nous supposerons maintenant que le nombre x est voisin de 1 


if * . . , 
et nous poserons # = I — 3B $ sera un nombre voisin de zéro, 


il suffira, d’ailleurs, que 3 soit inférieur a = pour que toutes nos 


conclusions soient exactes. En utilisant le spas précédent et en 
employant une égalité de M. Wiman, nous obtiendrons la proposition 
suivante : 


I. La valeur r étant ordinaire et supérieure a un nombre fixe R,, 


et le nombre 3, de module r rendant le module | f(3,)| de f(z) supérieur 
I 


aM(r)n *, on a l'égalité 


(5) plare™*) = ef n,  [n] <a? 


Cette égalité, dans laquelle n designe toujours le rang n(r) du terme 


maximum, est valable pour tous les À dont la valeur absolue est moindre 
1 


eg LT 


que n° 


Quels que soient À et z,, on peut écrire avec M. Wiman, 


z 
7 


(6) he ur ) = etm bat: So) + Ag(s 30) + Ÿ (A ICE *—1— nb) 


Vers, 
avec 


& (50) = ins (44) — fs). 


Le léuaté de la quantité 


RE DER Balsa bis ch RUE À PR à 
quiestéquivalente à Ar? pour les petites valeurs de p, est, comme 
on le constate aisément, inférieur à Fe quel que soit le nombre p; 
, 


- 


ee ees 
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par suite, en ppt le corollaire I avec la valeur q = 2, et en rem- 
plaçant x par 1 — 16, ona 


. ane 
(7) > ein ste Ruins sah 2) 
p p=—n À 
i? Mr 


n? 


1 
— Slenenlptrete<Am(r )n CA 


1 
A étant un nombre fixe. Donnons alors à À la valeur ne, le module 
du troisième terme du crochet dans l'égalité (6) sera moindre. 
que AM(r), /¢s,) ei le premier membre de cette égalité ont aussi leur 
module inférieur ou ‘ga à M(r), le module: de g(s,) est done infé- 


rieur à (A + 2)M(r) n° ah 
En utilisant la limite du module de g(z,) ainsi obtenue et l’iné- 
galité (7), on voit bien qu'il suffira que /(s,) soit supérieur 


1 
s en ; 
a M(r)#° ~ pour que ce terme l'emporte sur les deux autres termes 
du crochet de légalité (6), tout au moins pour.les valeurs suffisam- 


ment petites de — —+ En particulier, en égalant la limite inférieure du 


rapport de |/(s NE M(7) à l'intervalle dans lequel on peut faire 
varier À, on obtient l'énoncé du théorème I]. 

L'égalité (5) a lieu, notamment, lorsque z, est la. valeur de = 
(ou l’une des valeurs), de module r, pour laquelle le module /(=,) 
est égal au maximum M(r); désigñons alors par 9, celui des argu- 
ments de f(s,) qui est compris entre o et 27, nous aurons, d’après 


l'égalité (5), 
(8) S(G)=f(oet)=M(r)et bit n), [nl <Cn-B, 


et l’on peut, dans cette égalité, donner à nÜ toute valeur comprise 


—2f À ; ; oa 
entre +n, Lorsque 9 varie d’une facon continue, l'argument 
LT fsrA nit Laas | MAL, 4 GEES BID % 
de f(s) varie aussi ‘continument, donc passe par les valeurs 0, 7,7, —- 
Il existe donc sur tout cercle | =| = 7 correspondant à une valeur ordi- 
naire, dans le voisinage de la valeur 3, pour laquelle le module de la 
fonction atteint son maximum, des points 3 pour lesquels f(s) est 
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réel et positif, réel et négatif, imaginaire pur avec un coefficient 
de # positif, et avec un coefficient de négatif, le module étant égal 
a M(r)(1—e). 

Si l’on désigne par A(r) le maximum de la partie réelle de /(), 
sur le cercle [z|[—7r, on aura la proposition suivante, conséquence 
immédiate du théorème II : 


IT. Le rapport de A(r) à M(r) tend vers 1 lorsque r croût indéfiniment 
à l'intérieur des intervalles ordinaires. 


5. La démonstration du théorème de M. Picard sur les valeurs 
exceptionnelles des fonctions entières résulte bien simplement des 
théorèmes II et II. Considérons d’abord la proposition suivante : 

fis) et fo(s) étant deux fonctions entières, on ne peut avoir 
l'égalité 
(9) ef (3) = ef (2) +7, 


Nous ne devons pas exclure a priori le cas où l'une des fonctions 
(ou mème les deux) serait un polynome, nous remarquerons seulement 
que les polynomes vérifient aussi le théorème III, sans restriction 
d’intervalles. 

Dans un intervalle o, R les valeurs exceptionnelles pour l’une ou 
l’autre des deux fonctions sont intérieures à un nombre fini d'inter- 
valles dont la longueur totale est infiniment petite par rapport à R, il 
existe donc entre R et AR( A >1) des valeurs ordinaires à la fois pour 
les deux fonctions, soit r une telle valeur. 


Soit 3, une valeur de 3 pour laquelle la partie réelle de /,(s) atteint 
son maximum A, (7), on aura 


Mi(r) > RTS (50)] > Ar) (i1—e) > (1—e) M(r), 


: étant très petit pourvu que # soit assez grand. On obtiendra de 
même une inégalité de sens contraire en partant de /,(3). Le rapport 
de M,(7) à M,(r) est done très voisin de un, ce qui montre que si 
l'une des fonctions était un polynome, l'autre serait un polynome de 
mème degré, les termes de plus haut degré ayant des coefficients de 
mème module, ce cas se traiterait séparément d’une façon analogue 


he 
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à celle que nous allons employer pour les fonctions entières propre- 
ment dites. /,(s) et f,(s) étant des fonctions entières, nous suppo- 
serons que r est assez grand pour que les + n,et», des TRES 
maxima soient aussi très grands. 

s, désignant toujours une valeur de s pour laquelle la partie réelle 
de /,() atteint son maximum, les rapports de |7,(<,)| et de[f.(3,)| 
a M,(r) et à M,{r) sont voisins de un, l’égalité (5) s ‘applique donc 
aux deux fonctions à partir de cette valeur, et l’on a 


fit) == fi(s.e") =M,tr}) {+ n, ellen), 
f2(5) = fa (se) =M,(r)(1+ nz )etp:+02,), 


Dans ces égalités, 9n, et On, peuvent varier dans un intervalle 


—2rD, regs Ue 


D étant très grand; n, et n, ont des modules très peur ?: et >, sont 
compris entre o et 27. 


| or 


ahr > 
Faisons croître 9 à partir de la valeur — — nous obtiendrons 


2 
deux valeurs 0,, 0, pour lesquelles l'argument de /,(s) prendra les 


- 


TT TH 
valeurs y; +teet + = —«, et nous aurons 


» 


; Tw 
pat One + E+ Ns 


T 
Pa + m2 +> Tet ny. 


D'après l'égalité (9), ?,+0n, reste compris entre — 2 +2kr 


et + = + 2k lorsque 4 croît de 6, à 6, nous avons donc. 


ui rs 
M+ hm >— > +2kt+ 73, 


T 
Git Enr <+ = +2kn + nn. 


En partant de f,(z), nous obtenons de même les égalités et 
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inégalités 
ee i T ! m 
-Q+49,n,=— s+e+n, 92+ Ong >— > + 2kin+ ny, 
"7 Tv 72 14 T kK Iv 
Git Dim + =—Ee+ni, Pat Din: LH +2 T+ ni. 


La comparaison de ces égalités et inégalités montre que le rapport 
de n, à n, est voisin de un, que # et k’ sont nuls et que 9, — 95 est 
très petit ainsi que 0,7, — 0,n, et Vin, — 9, ny. 

Donnons alors à 9 la valeur 6) + = les parties réelles de /,(z) 

et f2(s) seront toutes deux très An et négatives, ce qui est 


incompatible avec l'égalité (9). La proposition en vue est donc 
démontrée. 


6. La démonstration du théorème général de M. Picard ne présente 
pas de difficultés supplémentaires. Si l'on considère une fonc- 
tion ¢(z) holomorphe à l'extérieur d’un cercle de rayon R et admet- 
tant le point à l'infini pour point essentiel, et si l’on suppose que cette 
fonction ne prend qu’un nombre fini de fois la valeur zéro, elle est de 


la forme 
p(z) = s*P(s) e¥(), 


k étant un entier négatif, P(z) un polynome et 4(z) une fonction 
développable en série de Laurent à l’extérieur du cercle de rayon R. 
ÿ(z) est la somme d’une fonction entière /(=) et d’une série +, (2) 


convergente lorsque le module de z est supérieur à R. On obtient ainsi 
finalement, dans le cas où zéro est valeur exceptionnelle, 


o(s) = =#P(2) Q(z) er 


et Q(:) tend vers une limite lorsque 3 croit indéfiniment. Si done 


nous supposons que les valeurs o et 1 sont exceptionnelles, nous 
aurons l'égalité 


26 P,(s a ( Jere = sub Q (2 er +, 


oo mm 


nn 


he a 
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et il est clair que le raisonnement du n° 5 s'applique presque sans 
modification pour montrer qu’une telle égalité est impossible. 
On déduit de là le théorème général de M. Picard : 


St la fonction f(z)'admet le point z, pour point essentiel isolé, elle 
Prend tout2 valeur une infinité de fois dans le voisinage de ce point, sauf 
_ Peut-être deux valeurs exceptionnelles. 


II. — Les théorèmes de M. Borel. 


7. Le théorème III du n° ‘4 montre la relation étroite qui existe 
entre A(r) et M(r); le théorème II contient d’ailleurs beaucoup plus 
de choses. Aux remarques déjà faites à ce sujet, il faut ajouter que la 
relation (5) a encore lieu autour des maxima des diverses fonctions 
considérées : partie réelle et partie réelle changée de signe, coefficient 
de z et coefficient de z changé de‘signe, en supposant toujours que r 
est valeur ordinaire. Il faut d’ailleurs remarquer que ces maxima 
peuvent être atteints pour des valeurs de z qui n’appartiennent pas au 

voisinage de la valeur pour laquelle le module de f(z) est égal à M(r). 
Par exemple, le minimum de la partie réelle de la fonction e* + z est 
atteint lorsque l’argument de z est voisin de *, alors que le module est 
maximum pour l'argument nul. pe | 
I] reste & examiner la question suivante : savoir si la restriction 
faite au sujet des intervalles exceptionnels, qui est imposée par le 
mode de‘démonstration, est bien légitime, et notamment savoir s’il 
existe des fonctions pour lesquelles le rapport de A(r) à M(r) ne tend 
_pas vers un lorsque r croît indéfiniment sans aucune restriction. La 
réponse est affirmative. Considérons la fonction iy 


| p= 
ODA md he (Gp =a + 2%). 


p=0 


Les sommets du polygone +(/f) relatif à cette fonction ont pour 

abscisses les nombres 2”. Prenons pour log la pente du côté qui 

joint les points d’abscisses 2” et 2?*'; on constate sans peine que la 

somme des termes de la série f(z) autres que ceux de rangs 2? et a?*' 
oe Ann. fe. Norm., (3), XXXVII. — AOUT 1920. sr 30 
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est infiniment petite ( avec ~) par rapport à l’un de ces deux termes. 
On peut d’ailleurs éviter cette vérification en remarquant qu'on pour- 
rait constituer f(s )en prenant seulement des groupes de deux termes 
consécutifs aussi espacés que l’on voudra, et il est clair que dans ces 
conditions, la circonstance signalée ci-dessus sera réalisée. Ona ainsi, 
pour la valeur considérée de r, 


= 2-1 rn)?! cos + cos(27 + &) + à siny + sin(24 + a)] {+ n(2-"r)""s 
x 
= re, 


0 étant l’argument de s. Le maximum du module du crochet est égal 
à 2, tandis que si l’on suppose que « n’est pas multiple de =, les 
maxima et minima de la partie réelle et du coefficient de z sont compris 
entre — 2 et 2. 

Il existe donc, effectivement, des fonctions pour lesquelles le 
théorème III ne peut avoir lieu sans restrictions; la seule amélioration 
possible de l’énoncé pourra être de resserrer les dimensions des inter- 
valles renfermant les valeurs exceptionnelles. 


8. La relation entre le maximum Mr) de f(s) et le maxi- 
mum M'(r) de la dérivée f’(z) s'obtient en utilisant la fonction g(z) 
introduite dans l'égalité (6). On a vu que cette fonction, définie par 
l'égalité 


(10) eZ ir] = ff @|, n=n(r), 

' 1 

a un module inférieur à (A +2)M(r) n° sous la seule condition 
que r soit valeur ordinaire. Il résulte de là que, pour les valeurs de z 


qui rendent le module de f(s ) supérieur a à M(r}n° SE “3g > 8), ona 
l'égalité - 


(11) fi(s)= (1-0) 2D fis). 


Cette égalité a lieu en particulier pour le z donnant au module 
de f(s) sa valeur Maxima, on a donc 


Mr) > (Ge) 20 nO) step) r). 


| 


mare sm à ur 


— 
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Cette dernière relation montre que le premier membre de |’ égalité(10) 
est encore infinimeñt petit par rapport au second lorsque 3 est la 
valeur pour laquelle le module de J/’(s) atteint son maximum, 
l'égalité (11) a donc encore lieu dans le voisinage de cette valeur, 


et le Cibo de M'(r) à M(r) est égal à (1 + n)= y tendant vers zéro 
avec = 


L’ élite (a 1) a lieu en même temps que l'égalité (5), et ces deux 
ee sont réalisées dans le voisinage des maxima des diverses fonc- 
tions considérées jusqu'ici : | /(=)|, | f'(z)|, partie réelle, etc. 

On peut done énoncer le théorème suivant : 


à 

IV. Le rapport du maxtnum M'(r) du module de la dérivée au 
maximum M(r) de la fonction est asymptotiquement égal au quotient 
du rang n(r) du terme maximum par r, lorsque r croit indéfiniment 
a Utntéricur des intervalles ordinaires. Dans ces intervalles, on a Véga- 


lté (11) en tout point z pour lequel le module de f(z) ou de = f'(s) est 
supérieur a M(r) pee 


Il est évident ici que la propriété ne peut avoir lieu pour tous les r, 
quelle que soit la fonction considérée, puisque M(r) et M'(r) sont 
continues et que »(r) peut avoir des discontinuités arbitraires. 


9. Pour étendre cette propriété aux dérivées successives, il sera 
nécessaire d'introduire dans la démonstration le rang du terme 
maximum dans ces dérivées. : 

Nous nous appuierons sur la proposition suivante : 


V. Le rapport de n(r) au rang n'(r) du terme maximum de f'(=) 
tend vers 1 lorsque r croit indéfiniment à l'intérieur des intervalles qui 
sont ordinaires à la fois pour f(3) et f'(z), la fonction de comparaison 
relative à f'(z) étant la dérivée de celle relative à f(3). 


D'après les propriétés des coefficients de la fonction #(u), la fonc- 
tion #(w) est encore une fonction de même nature, le polygone 7(* ) 
- admet pour sommets tous les points d’abscisse entière. Pour une même 
valeur uw. le rapport des rangs n et »' des termes maxima dans 4(1) 
16 


+ meta gner ti 
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et f(u) tend vers 1. En effet, ces rangs différent de.moins d’une unité 
des racines des équations en x-et x" 


I 
axrt—'+ logu =o, arth sk logu — 0, 
. 1 


ce qui donne 
1 


CEE 
= Tir + . 
| CE 


On voit que »' est supérieur à 7 et lui est asymptotiquement égal. 
Soit 7 une valeur ordinaire pour f et f’. Il existe deux nombres 


k(r) et U(r) tels que le polygone = [«4(7)| a le sommet de rang n(r) 


en commun avec 7(/), est au-dessous de ce polygone, et que la droite | 
de pente logr menée par le sommet commun est tangente commune 
aux deux polygones. Il existe de même deux nombres #(r) et l'(r) 
jouant le même role relativement aux polygones correspondant à /” (s) 
et #(u), le rang du sommet commun étant ici n'(r). 


—_ 


Le polygone a| ks" (7) construit à partir de #’(w) avec les nom- 


bres, Æ(r) et U(r) a évidemment en commun avec =( /’) le sommet de 

rang n(r) — 1 et est au-dessous de ce polygone, mais les tangentes 

communes en ce point ont, d’après ce qui précède, une pente infe- 

rieure à logr. Il résulte de la que n'(r) est supérieur à n(r), et 

que l'(r) est supérieur à é(7); ainsi n(r) étant le rang du terme. 
maximum dans f(u), n'(r) l’est dans #(u’), avec u’ <u, on a donc 

aussi 

n'(r)<n(r)(1+e). 


Le théorème est donc démontré. Il est clair que ce résultat une fois 
acquis, il n’est plus nécessaire de parler des fonctions de compa- 
raison, on est certain que, des intervalles dans lesquels logr a une 
variation totale finie étant exclus, le rapport de n(r) à n'(r) tend 
vers un. Il existe d'ailleurs effectivement des fonctions pour 


ie rm 


‘ Mi as as PS 
ae 1 © € > L 

lesquelles le quotient — n'a pas pour limite un lorsque r croit 
indéfiniment sans restrictions, c'est le cas dans le deuxième exemple 


du n° 7, où ce quotient prend une infinité de fois des valeurs voisines 
de 2. 


dit 7 die ut 
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Les théorèmes IV et V donnent alors la proposition générale 
suivante : 


VI. Lorsque r est extérieur à des intervalles analogues aux intervalles 
ordinaires, les rangs des termes maxima dans fK3) et ses premières 
dérivées sont asymptotiquement égaux, le produit du maximum M7(r) 

fr \g : 

q i 
du module de f*(z) par Vexpression (=) est asymptotiquement égal 
a M(r) et dans le voisinage des valeurs de = pour lesquelles l'une des 

5 5\9 mr . HE Er “5 els 
fonctions (=) VE ( 5)| est supérieure à M(r)n  *, on a l'égalité 
ASE 
(12) Ss) =[t+ n(s)] f(z) 


10. Dans la démonstration du corollaire du n° 3, on s’est, en réalité, 
appuyé sur la propriété de la fonction M(r) d'être déterminée par un 
certain groupe de termes entourant le terme maximum. On peut 
énoncer, à ce sujet, la proposition générale suivante : 


VII. Dans tout intervalle ordinaire défini au moyen de la fonction (3). 
1—-—+¢é 


M (r) est déterminé asymplotiquement par un groupe de n * termes 
entourant le terme maximum, # étant un nombre positif quelconque. 


Dans tout intervalle ordinaire, m(r) est égal au terme maximum 
de &a(7), M(r) est supérieur à m(r) et F(r) est majoré par ka( 7); 
il suffit donc de démontrer que dans la série #(u) la somme des termes 

‘dont le rang est inférieur a m — N ou supérieur à n + n(x =n? ) 
est infiniment petite par rapport au terme maximum m(u). 


En remplaçant dans le calcul du n° 3 le nombre n, par N, on 


trouve 
p< hh, : logh=—An*==— AN: 


En désignant par S} la somme des termes dont le rang est compris 
entre z+ 1 et /, on aura donc 
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æ ns n+N n—N o à 
§.-S7=8"+S<8) 
0 n—N 0 n+N 0 


d’où 


m(u) étant le terme maximum, on obtient, en tenant compte de ce : 


résultat, 
n+N æ 
2Nm(u)> >(1—A) ” 
S.. S, 


n—N 
NA 
; 1—h 
0 n+N 


En se reportant à la valeur de k, on voit que le coefficient de m(u) 
dans le second membre de cette inégalité tend vers zéro lorsque 
n croît indéfiniment, ce qui démontre le théorème VII. 

Ce théorème ne peut être vrai sans restrictions, car on peut cons- 
truire des fonctions pour lesquelles, pour une infinité de valeurs de r, 
le nombre des termes égaux au terme maximum soit une fraction 
déterminée du rang n de ce terme. 


d’où enfin 


11. Les inégalités relatives à la comparaison des fonctions M(r) 
et m(r) résultent du théorème 1, qui donne immédiatement le corol- 
laire suivant : 


CoroLLaire If. — St de quotient de $(u) par son terme maximum m(u) 
reste inférieur à une fonction ?(n) du rang de ce terme maximum, toute 
fonction entière f(z) vérifie l'inégalité 
(13) M(r)<m(r)o[n(r)] 


dans les intervalles ordinaires relatifs à §(u). 


Si l’on considère en particulier la fonction de comparaison (3), le 


bd y : 4 i= - 1) 
corollaire [ montre que ?(n) est égal à An *; x pouvant être pris 
aussi voisin de un que l’on veut, on obtient le théorème : 


VIII. € étant un nombre positif donné aussi petit que l'on veut, toute 
fonction entière vérifie l'inégalité 


(14) M(r)<m(r)[n(r)P™, 


a 


ag a A I A 


EE 
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sau f'peut-étre dans des intervalles dont le nombre entre o et r est inférieur 
à n(r)et dans lesquels la variation ‘totale de logr est inférieure à un 
nombre fixe indépendant de r. 


En particulier, pour les fonctions d'ordre fini 5, n(r) est inférieur 
à 7?**, on aura donc l'inégalité 


(15) | Mr) min) rs 


dans les intervalles exceptionnels, on a encore une inégalité de la 


à À M : 2 1 
, même forme, mais où > est remplacé par p ('). 
- On peut également transformer le corollaire IT en introduisant une 


fonction de m(r) à la place de la fonction n(r). Le rang n(r) du 


5 Re a = : 
terme maximum dans 10 est fonction de la valeur de ce terme 


m(r) 


AU) 


M(r) < m(ryy[ 2 |, 


maximum qui est égal a * on a donc aussi 


L étant une fonction que l’on sait former à partir des coefficients de la 
fonction #(w). Or #({) croit indéfiniment lorsque / croît, car si l’on 


: Le : 
augmente / en laissant & fixe, le sommet du polygone = [ké(5)] qui 


se trouvait sur +(f) passe au-dessus de ce polygone, l'écart des ordon- 
nées pouvant dépasser tout nombre donné, le logarithme de Æ(/) doit 
alors être augmenté d’une quantité au moins égale à cet écart. 

Il résulte de là que, si la fonction Ÿ est croissante, M(r) sera a for- 
tort inférieur à Y[m(r)] m(r); d'où le nouveau corollaire : 

CoroLLaiRe II]. — Si le quotient de g (u) par son terme maximum m(u) 
reste inférieur à une fonction croissante }(m) de ce terme, toute fonction 
entière vérifie aussi l'inégalité 


(16) M(r)<m(r)b[m(r)] 


dans les intervalles ordinaires déduits de *. 

Le une Aa ont À ho tte it ee 
(1) Loc. cit. (note 3 de la page 219). 
16% | 
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Pour la fonction (3), le terme maximum m -est donné par les 
égalités 


logm = nt+ niogu, ax! + logu=o, n= E(#); 
ce qui donne , aii 
| logm 
n=(i+ he, (5 se) , 


On pourra donc prendre 


Fr” 


1 
Y(m) = A[logm]* 
et l’on obtiendra le résultat suivant qui correspond au théorème VIII: 
IX. Toute fonction entière vérifie l'inégalité 
L+e 
(19) M(r)< m(r)[logm(r)}? 


si petit que soit le nombre positi f €, dans les mémes conditions que l’iné- 
galité (14). 

12. La fonction #(u) choisie au n° 3 pour faciliter la démonstration 
du corollaire I peut être remplacée par d’autres. On constate déjà sur 
cette fonction qui dépend du paramètre «, que lorsqu'on remplace f(u) 
par une autre fonction plus croissante, la longueur des intervalles 
exceptionnels augmente; mais dans les intervalles ordinaires restants, 
les inégalités figurant dans les énoncés se resserrent ou d’une facon 
générale les conditions d'application des théorèmes s’élargissent. Le 
gain que l’on réalise ainsi est surtout visible pour les propositions 
din ne, 


On pourra remplacer fu) par une fonction croissant plus vite que 
toutes les fonctions (3), en prenant 


H(n)=n(log, nn) 


Les théorèmes VIT, VIII, IX seront modifiés de la facon suivante : 
dans les intervalles ordinaires, M(r) sera déterminé .asymptotique- 


ment par un groupe de [nlogn...log,,n]*(log,n)'** termes 


| ae pein 
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entourant le terme maximum et l’on aura 


c | M(r) <Am(r)Vnlogn ...log,_ in log, n, | 
| M(r)<Am(r)Vlogm(r)log,m(r).. -logym(r) [log,;1m(r)l, 
A étant supérieur à 27. 
D'autre part, si l’on considère la fonction entière à coefficients 
positifs pour laquelle on a 
En— nlog,n, 
on obtient les inégalités 


M(r)>A'm(r)Vnlogn...log, 1", 
M(r)>A'm(r)Viogm(r)logsm(r)...logym(r), 


A’ étant inférieur à /27. Ces résultats, qui découlent des formules 
asymptotiques de M. Le Roy ¢'), montrent ce que l’on peut obtenir en 
augmentant l’ordre de #(w). On aura des inégalités de plus en plus 
précises, mais on ne pourra obtenir une égalité de la forme (13) 
ou (16) plus précise que toutes les autres. On voit, en outre, que si 
l’on considére le rapport du maximum M(r) au terme maximum m(r), 
cette fonction est d’autant plus‘croissante que M(r) est lui-même plus 
croissant lorsqu’on a affaire aux fonctions entiéres, mais est moins 
eroissante que pour les séries entières; pour ces séries, cette fonction 
est d’autant moins croissante que le module est plus croissant. En se 
plaçant à ce point de vue, l’ensemble des fonctions entières et des 
séries entières se classerait de la façon ‘suivante : fonctions entières 
de plus en plus croissantes, puis séries entières de moins en moins 


croissantes. 


13. L'emploi d'une fonction $(u) peu croissante a l'avantage de 
diminuer la longueur des intervalles exceptionnels. En employant la 
fonction du n° 3, on voit que, pour que la démonstration de la pro- 
priété du n° 4 subsiste, il est nécessaire que le dernier membre de 
l'inégalité (7), dans laquelle À est supposé une fonction croissante 
® den, soit le produit de-m(r) par une quantité tendant vers zéro. Il 


ee a 
(1) Voir Le Roy, Bulletin des Sciences mathématiques, 1900, p . 245, et mon article : 
Sur le calcul app sroché des fonctians entières ( Bulletin de la Société mathématique. 1914) 
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3 
que tous les théorèmes précédents soient vrais, la seule modification 
à faire à certains des énoncés concernant la limitation inférieure 
de |/(s)| ou des fonctions analogues. 
On peut modifier la démonstration du théorème II de facon à uti- 


suffit donc que 8 soit inférieur à z et, par suite, « supérieur à 5» pour 


+ . 2 , CP. , 
liser des nombres x encore plus petits que 3: Remplacons l'égalité (6) 
par la suivante: . ; 


(19) fl) = a fa) + hgi(So) +... AI gy (Su) 


_pHe 


pes | 1 (inp al 
+ >) cnre3e “[e ii ( re ) ie 


Pree 


é : at uv Àp\1 , 
Le module du coefficient de c,,,24*” est inférieur a A( 2) » A étant 


un nombre fixe, le module de la somme de la série figurant dans 
l'expression précédente est donc moindre que 


2\@ 
A(z)" Diet alert, 


ou encore, en appliquant le corollaire I, a 


a 
ts Eu) 


Bmi(r)n 


Supposons que & soit supérieur à PR à l'exposant de » dans l’expres- 


sion précédente aura une valeur négative — 8. Donnons à À les g —1 


valeurs 
6 
in?y REEF hei Bho 5) Fe 


nous aurons, pour déterminer les fonctions g,(3,), les g—1 équa- 
tions ; 


pi PA 


lex 9; étant moindres que 3. En résolvant ce système, on voit que 


(5) = M (r) (oran: gee 


ER POS 


nn ne 


mir rotations matt. dar fon. 
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chaque quantité 
By 
n?9g; (30) 


est inférieure à CM(r), C étant fini; par suite, l'égalité (5) du n° 4 
sera encore réalisée dans les conditions suivantes : 


fi 


Q 
JA| < nq, | f(s.)l>M(r)an 4. 


Toutes les propositions précédentes qui découlent de cette éga- 
lité (5) auront encore lieu, avec la modification résultant de ce que la 
limite inférieure de | f(s)| est changée. 

On peut done prendre pour fonction de comparaison une fonction 
de la forme (3), x étant simplement assujetti à être positif. 

Nous allons montrer que, dans certaines conditions, la longueur 
totale des intervalles exceptionnels peut ètre finie. Soit r, une valeur 
ordinaire, les intervalles exclus pour r > r, sont tels que logr y varie 
de moins de &'(n,) = xn$ "; il y a donc entre 27, et 3r, és points 
ordinaires, soit r, l’un d'eux; les intervalles exclus entre r, et r, sont 
en nombre fini et leur longueur est moindre que 


ry [eur | Ar, 


A étant un nombre fini indépendant der, pourvu que n, soit assez 
grand. On peut recommencer le même raisonnement à partir de r,, et 
ainsi de suite, et l'on voit que, si la:série de terme général 7,257" con- 
verge, la longueur totale des intervalles exceptionnels sera finie. On à 
d'ailleurs r;> 2°r,. td 

Supposons que /(=) soit d'ordre supérieur aun et que l'on ait, à 
partir d’une certaine valeur de 7, l'inégalité 


logM(r) > 7%, 
, étant supérieur à un; on aura dans tout intervalle ordinaire 
rfi <logM(r)<2n(r) lie 


Je dis que pour tout 7, #(r) est supérieur à r°, 5 étant supérieur à un ; 
car, sir est une valeur exceptionnelle et 7 la plus grande valeur ordi- 
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naire inférieure à r, on aura, à cause de la croissance de n(r) et de la 
densité des valeurs ordinaires, 


Ar) lar y> pret Cr < kr); 


res 
ner 
d’où l'inégalité annoncée. Il résulte de là que le produit r;n;7 sera 
inférieur à (r;)*, a étant égal à 1—5(1— x); on peut prendre a de 
telle façon que a soit négatif, et, par suite, la série formée avec les 
longueurs des intervalles exclus converge. 

D'où les résultats : 


X. Pour toute fonction entière dans laquelle le rapport de \og,M(r) 
alogra une limite inférieure ( pour rinfint) supérieure à 1, les inter- 
valles ecceptionnels ont une longueur totale finie à condition que Vexpo- 
sant « de la fonction de comparaison (3) soit suffisamment petit. A 
l'extérieur de ces intervalles, les propositions précédentes s'appliquent, à 
l'exception des théorèmes VIIT ct IX qui sont remplacés par d’autres 
moins précis. 


XI. Lorsque le ranport de log,M(r) à logr croît indéfiniment avec r, 
tous les résultats obtenus s'appliquent sans modifications à l'extérieur 
d'intervalles exceptionnels dont la longueur totale est finie. 


Car, dans ce second cas, on peut prendre & aussi voisin de un que 
l'on veut. 

Ces résultats s PARENT D notamment aux fonctions à croissance 
régulivre. 

Il convient de noter que, bien que la longueur des intervalles excep- 
tionnels soit d'autant plus petite que l’ordre de grandeur de M(r) est 
plus grand, il ne s'ensuit pas nécessairement que la regularité des 
fonctions entières relativement aux propriétés considérées est d’autant 
plus grande que M(r) croit plus vite. On conçoit en effet que les irré- 
gularités de M(r) et de a(r), dans les intervalles exceptionnels, 
peuvent être d'autant plus grandes que l'ordre de M(r) est plus élevé. 
D'autre part, la limitation inférieure de M(r), donnée dans les énoncés 
précédents, élimine précisément les fonctions les plus irrégulières. 


14. La méthode employee au n° 2 pour comparer les fonctions f (3) 


— em 


te A mm 


ame 


. ees A a OI ON 
i et Se LAE ALE 
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’ « “ . « . 
et ¥(w) peut s'appliquer à la comparaison de f(=) à une autre fonction 
entière 


( 20) F( r) + e-Gin) pn 


! 
dans laquelle nous supposerons que la fonction G'(x) est constam- 
ment croissante. Si l’on suppose que les exposants G, déluits des 
coefficients de f(z ) vérilient la condition 


(21) lim —[G,—G(n)] =, 


n= © 


on voit encore que: à tout nombre / correspond un nombre /(/) tel 
que les polygones =[#a(7)| et w(/) aient au moins un sommet 


commun et que le premier de ces polygones soitau-dessous du second ; 
sin(/,#) est la plus grande abscisse des sommets communs, et r(t) la 
valeur définie par l'égalité 


logr(t) =logl + G'En(1, F)], 


les fonctions f(z) et k(1) #(5) ont pour cette valeur r(/) des termes 


maxima égaux et de mème rang, et la première fonction est majorée 
par la seconde. Lorsque / croit indéfiniment, n(/, f)ne peut décroitre, 
donc r(£) croit indéfiniment, et il en est de même de &(). 

Les discontinuités de logr(/) qui. sont celles de G'[n(£, #)] ont ici 
une somme infinie, mais on peut encore les étudier dans un inter- 
valle o, R. Dans un tel intervalle, les valeurs qui ne sont pas atteintes 
par la fonction r(¢) forment un nombre fini d'intervalles que nous 
exclurons, sir est une valeur conservée, la variation totale de logæ 
dans les intervalles exclus correspondant à a <r est inférieure à 
K + §'[n(r)]. Si donc on suppose que le quotient de logr par G’[n(r)| 
croit indéfiniment avec 7, on pourra encore parler d’intervalles ordi- 
naires et d’intervalles exceptionnels. 

On utilisera cette comparaison d’une fonction f(z) à une autre 
fonction entière spéciale #(r) à croissance plus rapide pour obtenir 
des relations très serrées entre M(r) et m(r), ce qui nécessitera 
que /(z) el f(r) aient des croissances voisines, et donnera des rela- 
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tions valables pour une infinité de valeurs indéfiniment croissantes 
der; on pourra également obtenir des relations moins précises; mais 
valables à l'extérieur de certains intervalles exceptionnels. On don- 
nera à ces relations la forme des inégalités (18). 


> . 1 
Par exemple, en prenant pour (j(7) les fonctions pi logn et 
nlogn(log,n)~', on aura les propositions suivantes : 
XII. Toute fonction entière d’ordre inférieur à p vérifie l'inégalité: 
M(r) < V2=pyVlog[ m(r)] m(r) 
pour une suite de valeurs indéfiniment croissantes de r. 
XIIL. Quel que soit le nombre fini q, toute fonction entière d'ordre fini 
vérifie l'inégalité À x 
M(r)<m(r)ylogm(r)log,mt(r) 
pour les valeurs der comprises entre o et R extérieures a un nombre fini 


d'intervalles dans lesquels la variation totale de logr est inférieure 


à <(R)logR. 
III. — Les séries entières. 


Lo. Considérons maintenant une série entière 
‘ie, | 
S(s) A> | cs" 


admettant pour rayon de convergence l'unité, et supposons que le 


bn 


4 I ' 
quotient a du dogarithme du module du terme de rang n, 


h, = log|e,|, par le logarithme du rang, ne soit pas borné supérieüre- 
ment, ce qui revient à dire que le module maximum M(7) croit plus 


r] + » : 1 
vite que tout polynome en —— ("). 


Pour chaque valeur r, la fonction possède un terme maximum m(r) 
dont le rang a (r) croit indéfiniment avec r; ce terme s'obtient encore 
par la considération d’un polygone de Newton r(/') que nous construi- 


(*) Voir Le Roy, Bulletin des Sciences mathématiques, 1900, p. 245, et mon article : 
Sur le caleul approché des fonctions entières ( Bulletin de la Société mathématique, 1914). 


r 
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rons ict avec les points de coordonnées », h,. Ce polygone est convexe 
vers les » positifs; nous appellerons toujours H, l'ordonnée du point 
du polygone dont l’abscisse est n. 

Prenons d’autre part la série de comparaison (1) déjà utilisée au 
n° 2, et supposons que l’on a 
(22) lim [I — 3 (n)] = 2. 

ioe 

Si le nombre positif / — 1 est suffisamment voisin de zéro, on pourra 
trouver, en vertu de l'égalité (22), un nombre #(2) tel que le polygone 
“al[AF(/r)|, relatif à la fonction 4(4)3(/r), ait un sommet commun 
avec 7(/) et n'ait aucun sommet au-dessous de z(/). Si cette cir- 
constance se produit pour un nombre 4, elle aura lieu pour tous les 
nombres {inférieurs à ce nombre, Soit n(/, #) la plus grande des 
abseisses des sommets communs aux deux polvgones, si rest pris de 
telle facon que a(/, %) soit le rang du terme maximum de #(/r), les 
les deux fonctions /(z) et A(/)4(/r) auront des termes maxima de 
même rang et mème valeur, et la seconde de ces fonctions majorera la 
première. Cette propriété aura lieu notamment pour la valeur r(/) 
définie par l'égalité | 

log (1) = —- logd — F1 a(L F)]. 


Lorsque / décroit et tend vers un, a(/, 7) ne, peut décroitre et n'est 
pas borné, et A(Z) eroit indéliniment; r(0) croit done et tend vers un, 
les discontinuités de logr(/) sont celles de = ae'[n(/, #)]. 

Soit rune valeur particulière de la fonetion 7 (0), le total des dis- 
continuités de la fonction, pour r(/)> r. est au plus égal à 3e'[»(r)|: 
conservons sur le segment 7, 1, les intervalles correspondant à des 
valeurs de r(/) etexcluons les autres. Sir; est l'extrémité gauche 
du /** intervalle exclu et d; sa longueur, la variation de logæ dans 
ri + di 

l'; 


à ( d; | 
D log (1 + a) << XK'{n(r)]. 


. OT RS so | à . 
On voit que, si l'on suppose 7 supérieur à =; la somme Ma; des inter- 


> ON 4 - 


cet intervalle étant log 


valles exclus entre ce point eC le point rest inférieure à 4%’ [re (r)|: 
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D'où le résultat : 


XIV. L'ensemble des coefficients de S\3) sais faisant a la condi- 
tion (22), il existe des valeurs de r aussi voisines de 1 que l'on veut 
jouissant de la propriété suivante : à chacun de ces r correspondent deux 
nombres k et l''supérieurs à x, tels que, pour |z|=r et x =7, les fonc- 
tions f(z) et k$(lx) ont des termes maxima égaux et de méme rang, et 
que la seconde fonction majore la premiere. Sir est une valeur supérieure 


à = pour laquelle la propriété a lieu, les valeurs comprises entre r et 1, 
A 


pour lesquelles elle n’est pas vérifiée, sont intérieures à une suite d'inter--. 


valles dont la longueur totale est moindre que 4&'{n(r)]. 


De la première partie de cette proposition, on déduira des relations 
très serrées entre M(r:) et m(r), valables pour une infinité de r, mais 
il est plus intéressant de se borner aux fonctions pour lesquelles on 
pourra prendre la fonction (3) pour fonction de comparaison, de facon 
à étendre à ces séries les théorèmes généraux relatifs aux fonctions 
entières. 


16. Nous devrons donc nous borner à considérer les fonctions f(s) 
pour lesquelles l'inégalité (22) est vérifiée lorsqu’on y remplace 3¢(7) 
par #*. Il faut ct il suffit que le quotient de H, par n°, «’ étant positif, 
ait une limite supérieure infinie, pour que l'inégalité (22) soit vérifiée 
en prenant X(n)= n°, avec a <a’, 

Dans ces conditions, 3¢’(n) est égal à œn%-'; si nous voulons que 
les intervalles exelus dans la proposition XIV soient négligeables par 
rapport à ceux qui sont conservés, il faudra que n(r) soit supérieur 
à une expression de la forme (1-7) '-1, y étant positif. Si cette 
condition est réalisée, elle entraine celle rélatives à IL, ; en effet, si l’on 
désigne par logr; la pente du côté de +(/) entre les points d’ APACIRIER 
t—t1etiz,ona 


H, 2s logr;, 
1 


et de l'inégalité supposée pour n(7), on tire, pour les valeurs de 7; suf- 
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fisamment proches de r, 


1 


— me 


li I oe 

et Met ert eee Lie 
ce qui conduit bien à l'inégalité requise pour H,. On obtient ainsi le 
résultat suivant : 


Pour toutes les séries dont le rang du terme maximum vérifie la 
condition 


; logn(r) 
(23) lim —_2— "| 4 >0), 
rap ese 7) ET re 


la proposition XIV s'applique pour tous les r voisins de 1, la lon- 
Sueur des intervalles exceptionnels compris entre r et 1 étant in  férieure 
1 

x AY 
AE DE ae ROLE 

La condition (23) entraine pour le maximum du module M(r 

- . P à 
l'inégalité | 

pa log: M(r) ae 

tr log(i=r)T / 
qui est la plus précise que l’on puisse obtenir, mais qui peut être 
vérifiée alors même que (23) ne l’est pas. Nous allons montrer que 
l'égalité © 


. I M f 1 ! 
(24) him ity (y'>0) 


r=4 


entraine une égalité de la forme (23). Cette condition nécessite que la 
limite supérieure pour v infini du quotient de H, par logn soit au 


» La A I | La » La Là 2 La 
moins égale à — » l'inégalité (22) est donc vérifiée pour « assez 


! 


petit, et la propriété XIV a lieu pour une suite de valeurs de r tendant 
vers un, soit r l’une de ces valeurs. L’inégalité (16) du n° 11 s’ap- 
plique avec la valeur de Ÿ relative à la fonction (3), il en résulte 
que m(r) vérifie l'inégalité | 


logm(r)>(1— r) "7%; 


or, le premier membre de cette inégalité est inférieur à n(r), 
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H, ’ d 
puisque — tend vers zéro; on a done 
n 
—1—— 
(25) n(r)>(i—r) 2 


et les intervalles nor entre ret 1 ont une longueur au plus égale 


à A(t PAF aa ; ) quantité dont l’exposant est supérieur à 1, si « 
est convenablement choisi. La proposition XIV est donc de nouveau 
réalisée pour un nombre =r+ (1 — r)+, à étant positif, et l’iné- 
galité (25) a lieu pour ce nombre; l'inégalité (23) est donc vérifiée. 

IL est clair que l'égalité (24) est plus restrictive que (23), mais elle 
a l'avantage de ne faire intervenir que M(r). 


17. En utilisant la méthode du n° 13, on voit que le théorème II 
s'applique ainsi que ses conséquences relatives à la comparaison des 
fonctions A(r), M(r); d'une façon générale, toutes les propriétés des 
fonctions entières s'étendent de suite. On a notamment les propriétés 
suivantes : 


XV. Dans les intervalles ordinaires relatifs aux séries vérifiant les 
conditions (23) ou (2%) : 


a. Dans le voisinage des valeurs 3,, poux lesquelles le quotient 
de | f(&,)1 par M(r) est supérieur à [n(1 )], à étant un nombre positif, 


on a l'égalité 
iÀT 


ne So € i) = a+ nent (se), 


A A pousant prendre toutes les valeurs vérifiant la condition || < (le ()f?, 
o> 0; 
b. Le rapport de A(r) à M(r) tend vers 1 lorsque r tend vers 1; 
è: Le quotient du maxima de la dérivée d'ordre p par M(7) est asymp- 
totiquement égal à | n(r)]? lorsque r tend vers 1, dans le voisinage de ces 


| , (n\P 
maxinu le rapport de f?(s) à f(s) est asymptotiquement égal à (2) ; 


d. La valeur de M(1r) est déterminée asymptotiquement par un groupe 
de n'* termes entourant le terme maximum ; 


e. Le quotient de se par m(r) est tn férieur à [logm(r)]", A étant 
un nombre fixe. 
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Il est aisé de former des exemples de fonctions ne vérifiant pas les 
conditions (23), (24), et pour lesquelles certaines de ces propriétés 
n’ont plus lieu; il est clair d’ailleurs qu'aucune de ces propriétés 
n'est vérifiée pour les fonctions 


f(s) =(1— 5)", 


quel que soit le nombre p supérieur à un (pour p inférieur ou égal 
à un, les coefficients ne croissent pas et la base de la théorie précé- 
dente est en défaut). 


_18. La propriété (XV, a) conduit à étendre le théorème de 
M. Picard à une certaine classe de séries entières. Pour montrer l’im- 
possibilité de l'existence de’ deux valeurs exceptionnelles, nous 
devons montrer qu’on ne peut avoir une égalité de la forme 


#5) = efile) — els) + I, 
# 


J, (5) et f.(s) étant des séries de rayon de convergence égal à un. 
Lorsqu'il s'agissait de fonctions entières, f, et f, étaient desfonctions 
entières ou des polynomes, toutes ces fonctions vérifiaient les théo- 
rèmes II et III. Ici, il faut choisir /(s) de telle façon que les pro- 
priétés XV aient lieu pour /, et J2; il faut donc supposer que le 
maximum M(r) du module de f(3) vérifie la condition 

oS , Win log,M (7) =; 


= —leg(i—r) à 


ce qui revient à dire que la croissance de M(r) est comparable à celle 
d’une certaine classe de fonctions entières d’ordre infini. Les fone- 
tions /, et /, vérifieront alors la condition (24), les intervalles ordi- 
naires de /, se produiront à partir d’une valeur r,, ceux de /; à partir 
de r,. Supposons, par exemple, 7, supérieur à r,. Dans l'intervalle 


r+ at —T,)) + =(1 —r,), f,(%) a certainement des valeurs 


ordinaires, soit 7, l’une d’elles; opérons de mème à partir de r', et 
. . . . - # LA 

ainsi de suite, on obtient une suite de valeurs 7°, 7, ..., 7”, tendant 

vers un et ordinaires pour /,; 7, sera compris entre deux de ces 

valeurs. Il en résulte que /, et /, ont une infinité de valeurs ordinaires 

a 
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communes supérieures à 7,, et le raisonnement du n° 5 s'applique 
alors sans modification. L'égalité (26) est impossible, et il en serait 
de même de celles obtenues en multipliant les exponentielles par des 
polynomes. 
Le théorème de M. Picard s'étend donc aux fonctions vérifiant la 
condition (27), mais cette condition est beaucoup trop restrictive. 
M. Schottky a montré (‘) que, si f(z) ne prend pas les valeurs o et 1 
dans le cercle de rayon 1, le maximum du module de la fonction 
vérifie l'inégalité 
logM(r) << H(1— r)-?; 


le nombre H ne dépendant que de la valeur /(o), on en déduit la géné- 
ralisation suivante du théorème de M. Picard : 


XVI. Toute série entière pour laquelle le produit logM(r)(1—r}) 
n'est pas borné prend une infinité de fois toute valeur dans le voi- 
sinage du cercle de convergence, sauf peut-étre une valeur au plus. 


La limite inférieure de la croissance donnée dans cet énoncé est 
peut-être encore trop élevée, mais il est certain que cette limite existe, 
la fonction 

Fe 
ne prend pas dans le cercle de rayon 1 les valeurs dont le module est 
inférieur à Ve. 


19. La proposition XVI donne des résultats relatifs à la distribu- 
tion des zéros des fonctions dans le voisinage d’un point singulier, 
isolé ou non, dont on peut approcher à l’intérieur d’un angle. 

Nous nous bornerons à signaler ici les conséquences relatives aux 
fonctions entières. 


XVII. Considérons une fonction entière d'ordre supérieur ou égal à », 
el soient « et & deux nombres positifs donnés. Si dans un angle A 


(1) Foir, par exemple, la Note sur le théorème de M. Picard dans le 7raité d'Analyse 
de M. Goursat, t. II, 3° édition, p. 659. 
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3T 
+ 


ayant pour sommet l’origine et pour ouverture Tes le produit 


| s|-P-* log| f(z) | 


n'est pas borné supérieurement, la fonction f(z) prend une infinité de 
fois toute valeur, sauf une au plus, à l'intérieur de l'angle d’ouver- 


ture 


» ayant méme bissectrice que A. 
p—a 

Il est clair que l’angle A existe toujours, mais la propriété ne diffère 
du théorème ordinaire de M. Picard que lorsque l’ordre est supérieur 


An ne 
à =~ Dans le cas de l’ordre infini, l’ouverture de l'angle A peut être 


prise arbitrairement petite, et l’on retrouve, en le complétant, un 
- résultat obtenu, parmi beaucoup d’autres, par M. Julia : 


XVII. Étant donnée une fonction d'ordre infini, si l’on divise le plan 


. . " K È . 
de la variable 3 en secteurs angulaires égaux d’ ouverture x arbitrairement 


petite, la fonction prend une infinité de fois toute valeur, sauf une au 
plus, dans tout secteur où le logarithme de son module ne peut étre limité 
supérieurement par une expression de la forme A\z\"*. 


On obtiendra des énoncés analogues en considérant des secteurs 
angulaires limités par des arcs de spirales logarithmiques égales. 
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SUR 
UNE DEFINITION DUE A M. BOREL 


(Lettre à M. le Directeur des Annales scientifiques de l'École Normale supérieure) ; 


Par M. H. LEBESGUE. 


SO 


J'ai délimité récemment (') la classe des fonctions auxquelles séap- 
plique une définition de l’intégrale due à M. Borel; permettez-moi de 
défendre ce résultat mathématique qui serait mis en défaut par un 
exemple cité par M. Borel (?). . 

La définition que j'ai étudiée est extraite, je l’ai dit, du Mémoire 
« Le calcul des intégrales définies » (*); l'exemple que cite M. Borel 
est relatif à une fonction à laquelle ne s'applique pas la definition de ce 
Mémoire et, comme M. Borel ne-reléve d’ailleurs aucune erreur dans 
mes raisonnements, mes conclusions subsistent entières. 

Prétendre que la définition du Mémoire s'applique à l'exemple cité 
serait prétendre que le procédé de construction de l'intégrale doit 
satisfaire, en plus des conditions énoncées dans le Mémoire, à d’autres 
auxquelles il n’est fait là aucune allusion et dont on ne peut avoir idée 
qu'en se rapportant à une Note antérieure (*) qui n’est, à aucun 
moment, citée dans le Mémoire développé. Et ce serait se mettre en 
contradiction presque formelle avec les termes du Mémoire : M. Borel 
rappelle la définition classique pour le cas où f(x) a un seul infini et 
il conclut : « L'intégrale existe, par définition, lorsque les limites 


ee ————_— 
(1) Annales de L'École Normale supérieure, 3° série, |. XXXV, 1918. 
(2) Annales de L'École Normale supérieure, 3° série, t. XXXVI, 1919 (voir p. 72). 
(3) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 6e série, t. VI, 1912. 
(+) Comptes rendus, t. 150, 1910, p. 508. 
17% 
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existent. J'ai proposé de remplacer la définition par la suivante... ; 
supposons qu’on puisse déterminer dans le champ d'intégration une 
infinité énumérable de points A,, Az. ..., Any ... ayant la propriété 
suivante : si l’on entoure le point A, d’un intervalle d'exclusion B,C,, 
tel que la série ZB,C, soit convergente et de somme €, les sommes de 
Riemann généralisées tendent vers une limite, quels que soient les 
intervalles, et cette limite tend elle-même vers une limite lorsque £ tend 
vers zéro; cette dernière limite est, par définition, l’intégrale... » ('). 
Or, il faudrait admettre maintenant que l'intégrale existe même 
quand n'existent pas les limites précitées. 

Je le répète, mes conclusions subsistent; mais je vais à présent 
examiner la définition de la Note invoquée. En voyant qu’il n’y était 
fait aucune allusion dans le Mémoire développé, j'avais cru que 
M. Borel l’abandonnait et je m'étais abstenu d’en parler. Aujourd’hui, 
je me vois contraint de dire que cette définition est inexistante parce 
qu'elle fait appel à un procédé opératoire tellement imprécis que, 
avec lui, on peut obtenir pour l'intégrale tel nombre que l’on veut, 
tout en prétendant l’avoir appliqué correctement (?). Cette imprécision 
ne disparaît pas parce que M. Borel a dit, à l’occasion de l’exemple 
qu’il rappelle, pour telle fonction particulière j'opère de telle manière ; 
cela ne transforme pas son aperçu en une définition. A moins que l'on 
ne confonde imprécision et généralité, généralité « apparente » en ce 
cas, — à moins que l’on ne prétende que j’ai eu tort de donner des 
définitions précises et que j'aurais du me borner à écrire : « Étant 
donnée une fonction f(x) dans (a, b), j'appelle intégrale de f(x) 
dans (a, b) un nombre que je lui attache par un procédé convenable », 
sans rien dire de plus sur ce procédé, — on ne peut admettre que ce 
soit en pensant à sa Note que M. Borel a écrit, au présent, « la théorie 
ainsi constituée est plus générale que celle de M. Lebesgue... ». 

Lorsque, convenablement précisée, la définition de la Note existera, 


D et bn 


(1) Lire le Mémoire de M. Borel, de la page 200 à la page 202. 

(?) Dans une discussion à laquelle M. Borel fait allusion, page 77, j'objectais oralement 
à M. Hadamard qu’on ne peut considérer comme une définition une phrase qui ne carac- 
térise pas le prétendu défini. M. Borel avait goûté cette objection assez pour la signaler 
dans une de ses publications; mais, maintenant, M. Borel déclare que mes idées, à moi, 
ont évolué et se sont rapprochées de celles de M. Hadamard? | 


ee 
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il sera temps d’examiner sa généralité; mais, dès maintenant, je puis 
affirmer qu’elle ne sera jamais plus générale que la mienne. J'ai en effet 
fait remarquer, au début du paragraphe 11 de mon Mémoire, que, du 
seul fait de l’emploi des sommes Riemanniennes, les procédés. de 
M. Borel ne lui permettront jamais d'atteindre même toutes les fonc- 
tions sommables bornées, à plus forte raison toutes les fonctions som- 
mables. Il est vrai qu’on pourrait à la fois compléter la définition 
actuelle et modifier:ce qu’elle contient déjà; seulement, nul ne doute 
que si l’on change tout.... 

Me bornant strictement à me défendre, je proteste contre l’affir- 
mation qu'il m’€ arrive peut-être plus fréquemment qu'à d’autres 
d’avoir à produire des réclamations de priorité » ; affirmation qui me 
serait d’autant plus défavorable que M. Borel a eu soin de dire que, lui, 
il ne s'occupe jamaisde questions de priorité (). Dans ma carrière j'ai 
formulé deux réclamations en tout, ycompris celle relative de M. Borel ; 
je précise qu’il s’agit de réclamations formulées de manière quel- 
conque, par publication, par lettre ou oralement à cause des souvenirs 
invoqués par M. Borel, page 90. Page 84, M. Borel parle aussi de sou- 
venirs; qu’il me suffise de dire que je discuterai toute réclamation de 
priorité qu’on voudra bien formuler, même basée sur des souvenirs, 
et je précise l’un de ces souvenirs. Page 89, M. Borel réclame l’expres= 
sion faite sur mesure; je l'ai employée à maintes reprises, dans mon 
cours de 1902-1903, — que M. Borel m’a fait l'honneur de suivre — 
en même temps que l'expression presque partout qui m'a, non pas 
comme le dit M. Borel, « permis de donner une forme plus maniable 
à de nombreux énoncés », mais servi à formuler, et pour la première 
fois, des résultats qui m’étaient dus et d’ailleurs d'un type tout nou- 
| veau; ce qui n’est pas la même chose. 
eee ee ea een = 

(1) Voir pages 71 et gt du travail de M. Borel. 
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SUR 


LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES 


Pan M. E. CARTAN. 


M. G. Fubini a publié récemment un Mémoire sur l’'applicabilité 
projective des surfaces ('). Pour bien comprendre le problème qu'il s’y 
est posé, ilne sera pas inutile de donner quelques explications préli- 
. minaires. 

Dans la théorie classique de la déformation de Gauss, deux surfaces 
(S) et (2) sont dites applicables si l’on peut établir entre elles une 
correspondance ponctuelle telle que, si Met P sont deux points corres- 
pondants quelconques des deux surfaces, toute portion infiniment 
petite de (S) entourant M est égale. aux infiniment petits du second 
ordre prés, à la portion infiniment petite correspondante de (2) entou- 
rant P. On peut préciser ce que cet énoncé a d’un peu vague en 
imaginant qu’on ait transporté la surface (X) de manière à réaliser la 
coincidence, aux infiniment petits du second ordre près, des deux 
portions infiniment petites correspondantes des deux surfaces: cela 
signifie que le point P coincide avec le point M et que la distance de 
deux points correspondants M’, P’ de (S) et de (Z), infiniment voisins 
l’un de M, l'autre de P, est un infiniment petit du second ordre par 
rapport à la distance MM’ (ou PP’). 

On peut exprimer la propriété précédente d’une manière encore 


(1) Guido Fusini, Applicabilitä proiettiva di due superficie (Rendiconti del Circolo 
matem. di Palermo, t. XLI, 1916, p. 135-162). Depuis, M. Fubini, dans différents 
Mémoires sur la Géométrie différentielle projective des surfaces, est revenu incidemment 
sur les propriétés géométriques de l’applicabilité projective, mais sans aborder le pro- 
blème de l’existence et du degré de généralité des surfaces projectivement ‘applicables 
sur une surface donnée. 
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plus précise, et beaucoup plus générale, en imaginant qu’on ait fait 
choix sur la surface (S) d’un système quelconque de coordonnées 


” curvilignes ¢,, £, et sur la surface (Z) du système de coordonnées cur- 
vilignes correspondant (c'est-à-dire tel que deux points correspon-. 


dants des deux surfaces aient les mêmes coordonnées curvilignes), en 
imaginant d’autre part qu’on ait fait choix dans l’espace d’un système 
de coordonnées (x, y, 3) quelconque, cartésien ou non. Les deux sur- 
faces sont alors applicables si, étant donné un point quelconque M de(S), 
on peut déplacer la surface (£) de manière que les coordonnées X, Y, Z 
d’un point de la surface (XZ) dans sa nouvelle position et leurs dérivées par 
ticlles du premier ordre par rapport à t,, t, aient les mêmes valeurs numé- 
riques que les coordonnées x,y, 3 d'un point de (S) et leurs dérivées 
partielles du premier ordre par rapport à t,, t,, lorsqu'on donne à t, et t, 
les valeurs numériques qui correspondent au point M. 

Dans l'énoncé précédent, la notion euclidienne de distance n'inter- 


vient plus pour exprimer l'égalité (euclidienne) des deux portions. 


infiniment petites correspondantes de la surface (S) et de la sur- 
face (2) transportée, parce que cette relation d'égalité se conserve quand 
on soumet les deux surfaces à une même transformation ponctuelle quel- 
conque. La propriété des deux surfaces (S) et (2)-d’étre applicables 
l’une sur l’autre reste cependant une propriété métrique euclidienne 
parce qu’on déplace (Z) suivant les lois de la géométrie euclidienne, 
sans qu’elle cesse d’être égale à elle-méme. 

Formulé ainsi, le problème de la déformation admet évidemment 
une double généralisation : . | 


1° D'une part, on peut remplacer l'espace euclidien par un autre 
espace (non euclidien, projectif, affine, etc.); autrement dit, on peut 
substituer au groupe des déplacements Suauiens un autre. groupe 
fondamental G. | 

2° D'autre part, on peut considérer, en mème temps que les dérivées 
partielles du premier ordre de x, y, 5, par rapport à ¢, et t,, les dérivées 
partielles jusqu’à un certain ordre h. 


Pour énoncer simplement le problème général auquel on arrive, 
empruntons a M. Fubini la définition suivante : | 
‘Étant données deux surfaces (S) et (S’) entre lesquelles on a établi 
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une correspondance ponctuelle, et telles que deux points correspon- 
dants des deux surfaces coincident en un mème point A, nous dirons 
que ces deux surfaces ont en À un contact analytique d’ordre À si 
deux portions infiniment petites correspondantes des deux surfaces 
entourant le point A sont égales aux infiniment petits près d'ordre h +1; 
d’une manière plus précise si, étant choisi sur la première un système 
quelconque de coordonnées curvilignes (¢,, ,) et sur la seconde un 
système correspondant tel que deux points correspondants des deux 
surfaces aient les mêmes coordonnées curvilignes, les coordonnées 
-£, Y, 3 d’un point de (S) ainsi que toutes leurs dérivées partielles par 
rapport à £,, ¢,, jusqu'au A*™* ordre inclus, sont numériquement 
égales aux quantités analogues relatives a(S’) quand on donne à 4,, ¢, 
les valeurs numériques qui correspondent au point commun A. 

D’après cela, deux surfaces (S) et (E) seront dites applicables 
d'ordre h relativement au groupe fondamental G, si l’on peut établir 
entre ces deux surfaces une correspondance ponctuelle jouissant de la 
propriété suivante : Étant donné un point quelconque M de la premiére 
surface (S), on peut effectuer sur la surface (Z) une trans formation du 
groupe G telle que la surface (Z') transformée de (X) ait avec la sur- 
face (S) au point M un contact analytique d'ordre h. 

Si l’on prend h =1 et le groupe des transformations par né Kes 
la notion d’applicabilité se confond avec celle de représentation con- 
forme ; il en est de même si l’on prend pour G le groupe plus général 
des transformations conformes (‘).. 

On peut rendre les considérations précédentes plus intuitives en 
employant un langage cinématique; il suffit pour cela de donner, par 
convention, à toute transformation du groupe G, le nom de dépla- 
cement dans l’espace (c’est en réalité un déplacement de la Géométrie 
qui admet le groupe G comme groupe fondamental). La surface (2) 
peut ainsi être regardée comme animée d’un mouvement à deux para- 
mètres (¢,, 4), et elle est applicable d'ordre h sur (S) si l’on peut choisir 
ce mouvement à deux paramètres de manière qu'à chaque instant (t,, ts) 


(1) C'est à ce point de vue que je me suis placé pour étudier le problème de la repré- 
sentation conforme dans un espace à plus de quatre dimensions (Bulletin de la Société 
mathématique de France, \. XLV, 1917. p.-57- t21, el t. XLVI, 1919, p. 84-105). 
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elle soit tangente à (S) et ait avec (S), au point de contact, un contact 
analytique d’ordre h. 

Tout mouvement d’un point à plusieurs paramètres comporte, pour 
ce point des vitesses, des accélérations du premier, du second, ... 
ordre. Si, dans le cas qui nous occupe, on considère le point mobile 
fictif qui coincide à chaque instant (¢,, £,) avec le point de contact de 
la surface fixe (S) et de la surface mobile (Z), on voit que le mouve- 
ment absolu de ce point se fait sur (S), le mouvement relatif sur (2), 
et ce qui caractérise l’applicabilité d'ordre A de (2) sur (S), c'est 
qu’à chaque instant (t,, t,) le point mobile ficti f de contact a ses vitesses 
relatives, ses accélérations relatives du premier, ..., du (h — 1)" ordre 
respectivement égales à ses vitesses absolues, à ses accélérations absolues 
du premier, ..., du (h — 1)*" ordre. 

Dans le cas de la déformation du premier ordre, la propriété d'éga- 
lité des vitesses relatives et des vitesses absolues est équivalente à la 
propriété des vitesses d'entrainement d’être nulles, c’est-à-dire à la 
propriété du mouvement de la sur face (X) de se faire sans glissement ; on 
retrouve ainsi l’idée physique primitive qui est à la base du problème 

classique de la déformation. Dans le cas des déformations d'ordre 
supérieur, il n’existe plus de propriété cinématique aussi intuitive du 


mouvement ( d'entrainement) qui réalise l’application de (2) sur(S);_ 


à chaque groupe particulier correspondent des propriétés cinématiques 
particulières. | | | 
L'objet des Mémoires cités plus haut de M. Fubini est l’étude de 
l’applicabilité du second ordre par rapport au groupe des transfor- 
mations projectives, ou, plus brièvement, de l’applicabilité projective 
du second ordre. Leur résultat principal est un très intéressant théo- 
rème d’après lequel pour que deux surfaces soient projectivement 
applicables du second ordre l’une sur l’autre, il faut et il suffit qu’il 
existe entre ces deux surfaces une correspondance ponctuelle trans- 
formant une certaine forme différentielle relative à la première surface 
dans la forme différentielle analogue relative à la seconde surface. 
Cette forme différentielle est le quotient de deux formes entières, une 
cubique et une quadratique; la forme quadratique, égalée à zéro, 
donne les lignes asymptotiques de la surface; la forme cubique, égalée 
à zéro, donne trois familles de lignes remarquables appelées lignes de 
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Darboux-Segre. Ce théorème de M. Fubini établit ainsi une parenté de 
plus entre le problème classique de la déformation ordinaire, où inter- 
vient le ds? de la surface, et le problème de la déformation projective 
du second ordre. Mais il est loin d’épuiser la question; d’une part, en 
effet, la forme cubique de Darboux-Segre s’évanouit pour les qua- 
driques et les surfaces développables; d’autre part, méme pour les sur- 
faces non développables, le théorème en question fournit une propriété 
de l'application projective du second ordre plutôt qu'une méthode 
pour résoudre les problèmes que pose l’applicabilité, à savoir trouver 
toutes les surfaces applicables sur une surface donnée: reconnaitre 
si deux surfaces données sont applicables l’une sur l’autre; déter- 
miner, dans le cas où elles le sont, la correspondance ponctuelle qui 
réalise cette application. Ces problèmes sont laissés à l’arrière-plan 
du Mémoire de M. Fubini. Ils ont cependant une importance fonda- 
mentale, car st par hasard une surface quelconque n'était applicable que 
sur elle-même (et sur celles qu'on en déduit par une transformation 
projective), ou, pour parler plus brièvement, si toute sur face était pro- 
Jectivement indéformable, il n’y aurait plus lieu de s'occuper des 
propriétés géométriques de l'application projective. Ce n’est heureu- 
sement pas ce qui se passe. Néanmoins, l’étude directe du problème 
qu’on trouvera dans le présent Mémoire montre que la propriété d’étre 
projectivement dé formable n'appartient, en dehors des surfaces réglées, 
qu'à des sur faces exceptionnelles. Ces surfaces dépendent de six fonc- 
tions arbitraires d’un argument. Elles n’admettent du reste, en général, 
que des déformées formant une famille continue de surfaces dépen- 
dant d’un paramètre; exceptionnellement, elles peuvent admettre des 
déformées formant une famille continue dépendant de trois para- 
mètres : les familles de surfaces ainsi privilégiées dépendent de deux 
fonctions arbitraires d’un argument; on peut former explicitement les 
équations différentielles linéaires auxquelles satisfont les coordonnées 
projectives d’un de leurs points. | 
Les surfaces réglées non développables admettent toujours une. 
infinité de déformées dépendant d’une fonction arbitraire d’un argu- 
ment. Enfin, deux surfaces développables quelconques sont toujours 
applicables l’une sur l’autre et la correspondance ponctuelle qui réalise 
l'application dépend encore de trois fonctions arbitraires d’un argument. 
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M. Fubini considère également, dans ses Mémoires, l’application 
projective des hypersurfaces dans un espace à plus de trois dimen- 
sions. Or, là, le résultat est digne de remarque : /es hypersurfaces non 
développabies (les seules que M. Fubini considère) ne sont jamais projec- 
livement déformables ; deux hypersurfaces développables, au contraire, 
sont en général applicables l'une sur l’autre, et la correspondance 
ponetuelle qui réalise l'application dépend de deux fonctions arbitraires 
d'un argument (au lieu de érors dans l’espace à trois dimensions). 

J'ai ee de côté, dans l’exposé précédent, une autre espèce d’ap- 
plicabilité projective considérée par M. Fubini, et qui repose sur la 
notion de contact géométrique substituée à celle de contact analytique. 
Deux surfaces entre lesquelles on a établi une correspondance ponc- 
tuelle et qui ont un point A commun qui est à lui-même son propre 
correspondant, sont dites avoir en A un contact géométrique d'ordre h 
si deux courbes correspondantes quelconques (passant par A) des 
deux surfaces ont entre elles un contact ordinaire d'ordre A. Il se 
trouve que si l’on peut, dans l'espace proyectif, déplacer une surface (2) 
de manière qu’elle ait à chaque instant (4,,£,) un contact géométrique 
du second ordre avec une surface (S), on pourra également la déplacer 
de manière à réaliser un contact analytique. Mais c’est là une pro- 
priété qui ne se généralise pas pour un groupe fondamental quelconque, 
par exemple pour le groupe affine qui conserve le plan de l'infini. 11 
ne me semble pas que cette notion du contact géométrique ait une 
aussi grande importance que celle du contact analytique, et elle paraît 
en tout cas beaucoup plus artificielle ('). 

Laissons ee point de vue de côté et bornons-nous à la notion de 
contact analytique. Il est bien évident qu'on peut formuler un pro- 
blème général de la déformation d'ordre A dans un espace à un nombre 
quelconque n de dimensions, pour un groupe fondamental quel- 
conque: ce problème pourra être posé pour des variétés à un nombre 
donné p de dimensions, et même pour la variété formée par l’espace 


(1) Peut-être M. Fubini y a-t-il 616 conduit par le désir de faire rentrer la représen- 
lation conforme dans les problèmes de déformation (géométrique) du premier ordre de 
l'espace euelidien; mais elle est à considérer beaucoup plus naturellement comme une 
déformation (analytique) du premier ordre dans l’espace conforme. 


eh mme 
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lui-même. Le groupe fondamental, d'autre part, pourra être fini ou 
infini. Il existe des méthodes générales fondées soit, comme celle qui 
est utilisée ici, sur la théorie généralisée du trièdre mobile, soit, ce qu 
resient au même dans le cus des groupes finis, suv la théorie que j'ai 
développée de la structure des groupes finis ou infinis. Je reviendrai 
dans un autre Mémoire sur ces questions générales. 

Celui-ci se divise en sept Chapitres. Le premier pose la méthode 
générale. Le Chapitre I a pour objet une première étude du système 
différentiel qui donne les couples de surfaces projectivement appli- 
cables de l’espace à trois dimensions : on a ainsi dès le début le degré 
de généralité de ces couples de surfaces applicables. Le Chapitre HI 
étudie en détail la déformation projective des surfaces non réglées; il 
introduit la notion de réseau conjugué de déformation projective; une 
étude particulière y est faite des surfaces qui admettent le degré 
maximum de déformabilité. Le Chapitre IV étudie en elles-mêmes, et 
dans leurs relations avec le problème de la déformation projective, les 
deux formes différentielles, quadratique et cubique, qui sont des inva-- 
riants projectifs rationnels des surfaces. Le Chapitre V est consacré 
à la déformation projective des surfaces réglées; la solution du pro- 
bléme est donnée complètement pour les surfaces dont les génératrices 
appartiennent à une, congruence linéaire. Le Chapitre VI s'occupe de 
la déformation projective des surfaces développables. Enfin, le Cha- 
pitre VIT s’oceupe de la déformation projective des hypersurfaces dans 
l’espace an24 dimensions: la discussion est faite complètement dans 
l’espace à quatre dimensions pour les hypersurfaces développables, les 
seules qui soient projectivement déformables (‘ ). 


CHAPITRE PREMIER. 


PRÉLIMINAIRES. LE SYSTÈME DE PEFAËE FONDAMENTAL, 


1. Considérons, dans un espace projectif à n dimensions, un sys- 


(1) Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont fait l'objet de deux Commu- 
niealions à l'Académie des Sciences (Comptes rendus, |. 170, 19%0, p. 1439; L. 174, 1090, 
p. 27). Cf. une Communication de M. Fubini (Comptes rendus, |, gs 190, p. 88). 
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tème de coordonnées projectives fixe. Nous désignerons par une lettre 
majuscule telle que A l’ensemble de n + 1 coordonnées; les symboles 
A et mA, où m désigne un coefficient numérique, seront regardés 

comme distincts, bien qu'ils correspondent à un même point géomé- 
trique. Quand il n’y aura pas de confusion à craindre, nous parlerons, 
pour abréger, du point A, entendant par là le point dont les coor- 
données homogènes sont les n + 1 nombres représentés par la lettre A. 

Considérons un système mobile formé de n + 1 points 


A, Ai, A), ed | An 


assujettis à la seule condition que le déterminant de leurs (7 + 1)? 
coordonnées soit égal à 1. Un tel système peut être regardé comme un 
système de référence mobile, en ce sens que tout point M peut, d'une 
manière et d’une seule, être mis sous la forme 


M=>2A-+427,A,+ 2,Ag+...+ 2,An3 


les nombres x, x,, ..., 2, sont les coordonnées du point M, et elles 
sont évidemment proportionnelles aux coordonnées du point mM, qui 
occupe la même position dans l’espace. 


Le système mobile considéré dépend de (n+ 1)?—1=n(n+2). 


paramètres, et, quand on donne à ces paramètres des accroissements 
infiniment petits, on a des formules de la forme 


! dA = w50 À + Go Ait ...+ won Ans 
\ di = 10 A+ Gi Ay hs nus a ah One An, 


} fh Be RER Mees te ate AA ah 2 


AAn = Ong A + Oui A+: + Gun Ans 


(1) 


où les w;; sont des expressions linéaires par rapport aux différentielles 
des n(n + 2) paramètres et liées par la relation identique 


Boo Gi +... + Gnn = 0, 
qui exprime que le déterminant des coordonnées fixes des points 
A, ..., A, reste constant. 


Si l'on exprime que les covariants bilinéaires des seconds membres 
des équations (1) sont identiquement nuls, on obtient les relations 


. 


mé VE 


om me tt" A to Ge ter Ma de 


a 
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fondamentales (') 


; : , 
(2) w= [wo] + Loney Jt... + Loin On; | MÉTRO er I) 


2. Considérons maintenant une hypersurface an —1 dimensions et 
faisons correspondre à chaque point M de cette hypersurface un sys- 
tème de référence mobile dont le premier point A coïncide en position 
avec M. 

Nous particulariserons le système de référence en prenant les 
points A,,...,A,_, dans l’hyperplan tangent à l’hypersurface. Ce choix 
se traduit par le fait que le point dA est dans l’hyperplan [AA,...A,—,], 
c’est-à-dire par la relation 
(3) | Don — 0 
et la relation quadratique extérieure qui en dérive, d’après (2), 


(4) 2 [ 011» | sts [®o2 en | Simi Osha ie [ @o,n—1 On—1,n =o. 


Remarquons enfin que, si l’on donne aux paramètres des accroisse- 
ments infiniment petits annulant w,,, ..., ),,—,, on obtient 


dA = A, 
ce qui prouve que le point géométrique A reste fixe en position; autre- 


ment dit, que les n — 1 paramètres dont dépend la position du point 
sur l’hypersurface ne varient pas. Les expressions de Pfaff 


Dory Dory ++.) Won 


sont donc n — 1 expressions linéairement indépendantes par rapport aux 
différentielles des n — 1 paramètres de position sur l’ hypersurface. Nous 
écrirons dorénavant w; au lieu de w,;. ; 

Les relations (4) montrent alors que les # —1 expressions 


Ding Dons +5 On1,n 


sont des formes linéaires en o,, ..., w,_,, et que les coefficients de 
ces n — 1 formes linéaires forment un tableau symétrique. Autrement 


(1) Cf., pour ce numéro et les suivants, mon Mémoire : Sur les variétés de courbure 
constante d’un espace euclidien ou non euclidien ( Bull. Sce. math. de France, |. XLVI, 
1y20), spécialement le Chapitre IV, n°* 33-38. 


18 
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dit, si l’on considère la forme quadratique en ,, +++) On=1s 


D = Win t+ We Went. ++ On—-19n—1,n» 


ona 
: 1 09 1 09 engi ey 
(5) Oin à do” Don — = à das) easy ®n—1,n— 5 a 
L’équation 
er 


représente le cone des tangentes asymptotiques à l'hypersurface au 
point M. Si l’on veut exprimer, en effet, que le point d?A est dans 
Vhyperplan tangent [AA,...A,_,], qui contient déjà les points A et dA, 
il suffit d'annuler le coefficient de A, dans l'expression de d?A, ce qu 
donne immédiatement l'équation 9 = o. 

Si n=3, cette équation définit Pensemble des dénx ‘dal geii tel 
asymptotiques. 


3. Rappelons maintenant la définition, d’après M. Fubini, du contact 
géométrique et du contact analytique de deux hypersurfaces entre les 
points desquelles on a établi une correspondance : supposons que 
deux points correspondants de ces deux hypersurfaces coincident 
en O; les deux hypersurfaces sont dites avoir un contact géométrique 
du second ordre en ce point O si deux courbes correspondantes quel- 
conques, tracées sur les deux hypersurfaces et passant par O, ont un 
contact du second ordre. Elles sont dites avoir un contact analytique 
du second ordre en O si, rapportées à un mème système de coor- 
données non homogènes et en déterminant sur chaque hypersurface la 
position d'un point par zn — 1 paramètres #,,..., ¢,—, tels qu'à deux 
points correspondants des deux surfaces correspondent les mêmes 
valeurs des paramètres, les dérivées premières et secondes des coor- 
données (non homogènes) par rapport aux paramètres aient les mêmes 
valeurs numériques au point O pour l’une et pour l’autre hypersurface. 

Désignons par M un point mobile de la première hypersurface, et P 
un point mobile de la seconde (ce seront en réalité des ensembles de 
n +1 coordonnées projectives rapportées à un système de référence 
fixe). Les points M et P sont des fonctions des 7 — 1 paramètres 
3, ts. Examinons d'abord les conditions du contact analytique. 


et. tt 


eel 
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« 


La définition donnée plus haut revient a dire que les deux points cor- 
respondants M’ et P’ infiniment voisins de M et P, 


M'= M + dM + = aM + aOM+..., 


J 
P'=P + db + ~a@P +5 @P Mb: 
« EE : ° : Q 
où l’on donne aux ¢; les valeurs qui correspondent au point commun O, 
occupent la même position dans l’espace, si l’on néglige les infiniment 
petits du troisième ordre (en prenant dt,, ..., dt,_, comme infiniment 
petits principaux). On a donc 


P+ dP + a P = (9+ p.+ ps) (M+dM+ LM) Ang 


les termes non écrits étant du troisième ordre au moins, p étant un 
coefficient numérique, p, étant homogène et du premier degré, 
6, homogène et du second degré en dt,, ..., dt,_,. Il en résulte les 
conditions 
| P —pM, 
(6) dP =pdM +p,M, 
d?P = pd M + 2p, dM + 202M, 


dont la premiére est vérifiée d'elle-même puisqu’en donnant aux ¢; les 
valeurs numériques indiquées les deux points M et P coincident en 
position avec O7 

Les conditions de contact géométrique s’obtiennent par une analyse 
analogue, pour laquelle nous renvoyons au Mémoire de M. Fubini; ce 
sont les suivantes : 

P. > =pM, 
(5). dP =odM + oM, 
| { d?P =p d'M + 29, dM + 2p,M, 


où p est une constante, p, et p, des formes linéaires, et p, une forme 
quadratique en dt,, ..., dt,_,. La comparaison des formules (6) et (7) 
montre immédiatement la différence qui existe entre le contact géo- 
métrique et le contact analytique. 
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4. Prenons maintenant deux hypersurfaces quelconques (S) et (2). 
Imaginons que l’on puisse établir une correspondance point par 
point entre les deux hypersurfaces, telle que si M et P sont deux 
points correspondants-quelconques, on puisse déplacer la surface (2) 
dans l’espace projectif (c’est-à-dire lui appliquer une transformation 
projective) de manière que, dans sa nouvelle position (2’), elle ait 
en Mun contact du second ordre avec l’hypersurface (S). Les deux 
hypersurfaces seront dites alors projectivement applicables l'une sur 
l’autre. Mais il y aura à distinguer le cas où le contact du second ordre 
réalisé sera géométrique et celui où il sera analytique. 

Dans l’un et l’autre cas, faisons correspondre à chaque point M 
de (S) un système de référence mobile, comme il a été expliqué 
au n° 2, au moyen de m +1 points A, A,, ..., A,, dont le premier a la 
même position que M. Faisons alors correspondre au point P de (2) le 
système de référence qui se déduit du précédent en lui imprimant le 
déplacement inverse de celui qui a amené (£) sur (2’), et soient 
B, B,, ..., B, les n + 1 points qui définissent ce système, le point B 
occupant la même position que le point P. 

Cela posé, st le contact est analytique et si l’on exprime dA, d’A en 
fonctions linéaires de A, ..., A,, ainsi que dB, dB en fonctions 
linéaires de B, ..., B,, on pourra déterminer, d'après les formules (6), 
des expressions p, p,, 92 telles que les coordonnées relatives de 


B, dB, dB 


par rapport au système de référence attaché à (2) soient les mémes 
que les coordonnées relatives de 


oA, odA + 0,A, p d'A + 20,d\ + 2p,A, 


par rapport au système de référence attaché à (S). On voit ainsi immé- 
diatement, en désignant par Q;; l’expression de Pfaff qui correspond, 
dans le déplacement infiniment petit du système de référence attaché 
à (2), à l'expression w;;, qu’on a 


puis 


oo = oo + 21: Q;= wi is Hy) ht tres | 
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enfin 
k=n-1 kK=n—1 
A 
Cy OO! Oy A TC ; 
dO, > Qo, = do; + =a Do Wart 2P, Qi + 2 oi 02 
k=0 e K=0 
(E90 = 1, Ex = 0 Si 1340), 


En éliminant les inconnues auxiliaires, il reste les relations 
2;= 0), 


(8) dQ@;+ Q,Q,;+ eae ates Q;(Q;-— 0) nt = Que Quai 
= do; + Wy Wp. «+ Wj (Wjz— op) ee + On Waits 
\ 2, Qi y+ wat Rake Gin = Ont... + On ne 


On peut les simplifier en remarquant que l'égalité des covariants 
bilinéaires Q/ et w; donne 
CS] +...+ QG oo] +... + [Q,-1Qy-1,0) 
= [640 1;|+. a [@;(o%— oo) | Loti SE Con: On] 
ou 
[o,(Q);— ow)] +... 
+ Loi oo — Oy + Woq) |] +... Ton (Qui — On-1,7) |] = 0. 


Il existe donc une forme quadratique W;(,, ..., w,_,) telle que 
l'on ait 


1 OW; 1 OW; 
QE Oy a low 9 ii — Qo — Wye + Oy = eZ Onn ? a 
Qu — Ont.i — . ga ? 
2 On) 
et les équations (8) donnent tout simplement - 
(Gig: «px Qn aa) = 0; 
d’où enfin 
QS 05; sey Qi Goo = Wiz — Wao, tees na NE 
et de même 
Dis Bins tery i One 


Finalement, la condition d’applicabilité projective analytique est que 
le système de référence mobile étant choisi pour Vhypersurface (3), on 
puisse le choisir pour Vhypersurface (2) de manière à avou, en tenant 
18* 
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compte de la correspondance entre les deux hypersurfaces, 


9 = 0, 
Q; == Oi, 
Qin = Gin) 


(9). 


Qi Qoo= Oi; — 00; 


\ (4 J =I, ..-,n—1). 

Nous pouvons remarquer que si l’on imagine le déplacement à an—I 
paramètres qui, dans l’espace projectif, amène à chaque instant l'hy- 
persarface (2) à avoir un contact analytique du second ordre avec 
l'hypersurface (S) supposée fixe, les composantes du déplacement 
d'entrainement de Vhypersurface (2), composantes rapportées au sys- 
tème de référence associé à (S) [ou à (£), puisqu’a l’instant considéré 
lés deux systèmes coincident] sont les différences Q;; — w;; entre les 
composantes du déplacement absolu et celles du déplacement relatif. 


On a donc, pour les déplacements d'entrainement infiniment petits des . 


points B, B,, ..., B, regardés comme invariablement liés à (£), des 
expressions de la forme 


oB — CoB, 6B;= €oB + €o0 B;, 
6B, = eno B + en By +...+ En,n—1 Bu; — Neo Bn. 


On voit que le point B reste fixe et que chaque point de Phyperplan 
tangent se déplace sur la droite qui le joint au point B. D’une maniére 
plus précise, le déplacement d’entrainement, pour les points de 
l’hyperplan tangent, est une élation instantanée de centre B, et pour 
laquelle tous les points d’un hyperplan à m — 2 dimensions passant 
par B restent fixes. (Si l’on faisait-une projection envoyant cet hyper- 
plan à l'infini, ce déplacement serait, pour les points de l'hyperplan 
tangent, une translation dans la direction du point B.) 

On peut se demander si, le système de référence attaché à (S) étant 
choisi, le système de référence attaché à (Z) est complètement déter- 
miné ; autrement dit, si l’on peut le modifier sans changer les compo- 

santes Q,, Q;,, Q;, — Q,,, Q;; qui sont les premiers membres des rela- 
tions (9). Or, on se rend compte immédiatement que ces composantes 
ne sont pas altérées si l'on prend B, + AB pour nouveau sommet B,. 
Cela revient à dire qu'une élation de centre B ct laissant fixes tous 
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les points de Vhyperplan tangent à (2), n'altère pas le contact analy- 
lique du second ordre de (Z) et de (S). Nous utiliserons un peu plus 
loin cette propriété, qu’on peut énoncer ainsi : 

‘Sil est possible de déplacer (%) dans | espace proyectif de. maniere 
quelle ait à chaque instant un contact analytique du second ordre 
avec (S), ce déplacement est possible d’une infinité de manières sans que 
la correspondance ponctuelle établie entre (S) et (2) soit altérée. 


bee : ae 

5. Passons maintenant au cas du contact gcometrique. On trouve, 
par un procédé analogue à celui qui a été employé dans le numéro 
précédent, les relations 


| 2, 0 
=o; = Wi, 
in —= Win, 
KkK=n—1 
(19) O oO wee 
Gi Do Di — Moo + AW; + Lx ps 
k=1 
€) — i 
sai) == Oj + A;6; 


| CRE TNT EE à 


avec À — 1 paramètres indéterminés À,, ..., À,_4. 

Nous voyons facilement que si les formules (10) sont vériliées, on 
peut choisir le système de référence mobile associé à l’hypersur- 
face (£) de manière que les formules (9) soient également vérifiées : 
il suffit pour cela de prendre B;+ 4;B, pour nouveau point B; sans 
changer B, ni B,. L'applicabilité projective géométrique entraine donc 
l’applicabilité projective analytique. Autrement dit, si l'on peut 
imprimer dans l’espace projectif à hypersurface (©) un déplacement 
am — 1 paramètres tel qu’à chaque instant elle ait un point commun 
avec l’hypersurface (5) et ait en ce point avec (S) un contact géone- 
trique du second ordre, on peut aussi la déplacer de maniere à réaliser 
un contact analytique. 

Le problème de l'applicabilité projective des hypersurfaces est donc 
: ramené à l'intégration et à la discussion du système de Pfaff (9). Mais 
l'identité entre les deux problèmes de l’applicabilité projective tels 
qu’ils ont été définis en partant de la notion du contact géométrique 
et de celle du contact analytique, ne subsiste pas nécessairement dans 
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un espace dont le groupe fondamental estun sous-groupe G du groupe 


projectif. 


CHAPITRE II. 
LE SYSTÈME DIFFERENTIEL DES COUPLES DE SURFACES APPLICABLES. 


6. Dans le cas de l’espace à trois dimensions, le système de Pfall 
fondamental (9) se réduit à 


= wy, OF oy =", 
7 Qi Qo = O11 — ons O25. — oo = W22 — Mon; 
ie! is O12, = Ga 
is O43, $253 = W23- 


Les deux derniéres équations donnent, au moyen des covariants 
bilinéaires, naissance aux deux équations quadratiques extérieures 


(10) ( [643 (2233 -— Qo, — 33 + oo) ] = 0, 
Los (233 — oo — w33 + Woo) ] = 0. 


Les lignes asymptotiques sont données par l'équation 


O-= GO), Wy3 + Gg G93 = OF 


st nous excluons progisotrenent le cas des surfaces développables, les 
expressions &,, et &,, sont deux combinaisons linéairement indépen- 
dantes de w, et w,, et nous avons par suite, d’après (10), 


( 11 ) Q35 en S255 = B33 — Woy? 


Cela posé, nous allons montrer qu'en général il n’existe aucune sur- 
face (X) applicable projectivement sur une surface donnée (S) et 
distincte de (S). Pour cela, nous allons former et étudier le système 


de Pfaff, qui donne tous les couples de surfaces applicables. Ce sys- 
tème est manifestement 


3 =O, S25 =0, 
Q, = i, = Oday 
(12) { Dis ws) O,== dy, 
| i» Qi: Qi = wa; 
Lo = Qu ony = Ces — Way se £2 


2 32 — O35 


ae 
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Il conduit aux équations quadratiques extérieures (') 


[143] + [uso | —o, 
= [on (Qyo— oo) b+ [or43( 25. — #39) | se, 
(13) iI [491 (2229 — wa) | + Los (Qu hee 
= [1 (210 0)] + [ors (Qu — Oe fae 
— [m2( Qa — 20) | + [23(Q32— 30) |= 0, 
[1 (Qi — ona) | + Los (Qe9— hag) | = 0. 


7. Le systeme de Pfaff (12) fournit les couples de surfaces (S) et (2) 
_projectivement applicables ev, en méme temps, pour chaque couple, la 
correspondance ponctuelle qui réalise { ‘application. On peut le regarder 
comme un système à 30 variables, à savoir les 30 paramètres dont 
dépendent deux systèmes de références mobiles; mais, en réalité, ces 
paramètres n'interviennent que par un certain nombre de leurs com- 
binaisons. Les équations (12) et (13) montrent que ces combinaisons 
sont les infégrales premières du système complètement intégrable 
obtenu en annulant les 19 expressions de Pfaff : 


ME ENT Wigs. Dés Neel OLA, LANDES 
(is. Qi — 91, 24, = Qoy — (oi — Ory), 
Qs» 3 Qyo a (6) — Ou), 33 — oo — (635 = Go ); 

io — O10, Qs) = Way, Qi — Osi, us — Wye. 


Il est facile d’avoir la signification de ces variables définitives. 
D'abord, les équations 


Gh == Ns —= 6); == HE G)23 =a Q 


ont pour intégrales premières les cinq coordonnées de l'élément formé 
par le point A et le plan [AA,A,] du premier système de référence 
[élément qui engendre la surface (S)]; on a de même les cinq coor- 
données du point B de (£) et du plan tangent en ce point. Si l’on avait 
ensuite à considérer les équations 

À; y = O77 — Wan, y; = Onn 


(af =i, 2, 3), 


(1) Cf. le Mémoire eité plus haut (note de la page 367), spécialement le Chapitre IIT, 
n‘* 28-32. 
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elles exprimeraient que les deux systèmes de référence sont invaria- 
blement liés l’un à l’autre dans l’espace projectif. 

Si done l'expression Q,,— w,, figurait dans les équations (12) 
et (13), les vingt variables qui-entreraient explicitement dans le sys- 
tème de Pfaff seraient, outre les cing coordonnées d’un point variable 
de S et du plan tangent en ce point, les quinze coordonnées du second 
système de référence mobile par rapport au premier. Mais, comme 
Q,, — 5 ne figure pas dans les relations (12) et (13), la position du 
sommet B, par rapport au premier système mobile n’intervient pas 
elle-même, mais seulement la position de la droite [BB, ]. 

En définitive, le système de Pfaff (12) est à 19 variables, à savoir : 


1° Les trois coordonnées non homogènes 2, y, s du sommet A du 
premier système de référence ; 
»° Les deux paramètres dont dépend le plan [ AA, A,] passant par A 
[plan tangent à (S)]; 
3° Les douze coordonnées homogènes par rapport au premier 
système de référence des sommets B, B,, B, du second système; 
° Les deux paramètres dont dépend, par rapport au premier sys- 
ème, la position de la droite | BB, |. 


Parmi ces dix-neuf variables, deux sont indépendantes, par 
exemple x et y, et les dix-sept autres sont dépendantes. Les expres- 
sions &, et w, doivent donc être regardées, pour toute solution du 
système (12), comme linéairement indépendantes. 


8. Cherchons maintenant si le système de Pfaff (12) est en involu- 
tion et quelle est la généralité de ses solutions. Comme les sommets 
A,, A, du système de ant ah associé à (S) sont des points arbitraires 
du plan tangent, tout élément linéaire intégral du système (12) peut 
être supposé ramené à satisfaire à w, = o. Soit alors 
on Seer Dis MY h 2 Lio — Ora __ Lo — 620 = Qy,— Gy1 


27. Q,, — Gye 


0 As 23 Œio Axo a3, Asa 


un tel élément linéaire. Les équations qui donnent les éléments 
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linéaires intégraux en involution avec lui sont, d’après (13), . 


Gis— 4130), + A30)2, 

Q13( 32 — ws.) = — AioM2 + 32013, 

(14) wigs (io — O29) + @23(2y,— 31) =— Aq + As Goes, 
— (2),— 10) + Ay3( Qs — W31) =— Cow + 31135 

@y3( Qs. — ws39) = — Ayn, + A396)95, 

Lo — 39 = A199, + Ago De 


On voit facilement qu’elles définissent, en général, un élément du 
.Second ordre ct un seul, car les équations.sont résolubles par rapport 
aux six quantités | 


Gis Os io — M10, 20 — woo, Qu — ws), 2 — se 
si l’on a 
43032 0. 

Par suite, Le système (12) est en ingolution et sa solution générale 
dépend de six fonctions arbitraires d'un argument. L’entier 6 indique 
en effet le nombre des constantes arbitraires qui entrent dans les 
équations de l'élément intégral le plus général du second ordre. 


Les caractéristiques du système de Pfaff. 


9. Les éléments linéaires intégraux singuliers sont ceux pour les- 
quels on aurait 
Ai3 32 — 0; 
ou, plus exactement, l'élément linéaire intégral w, = o est singulier si 
l'on a, en se déplaçant sur une intégrale dans la direction de cet 
élément, 


6)13( 252 — 532) = 0. 


Cela peut se présenter dans deux cas : 


1° On peut avoir 
oz =— 0), Gy3—= 0, 


cela revient à dire que la direction w, = o annule la forme quadra- 
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tique 


Q = 6613 + ré. 


Les lignes asymptotiques des surfaces (S) et (Z) sont done les caractérts- 
» tiques de premiere espèce du svstème de Pfaff (12). 


2° On peut avoir 


6). — O, Qs — 4)32— 0; 


cela signifie que si l’on se déplace sur (S) dans la direction o,=o0, 
c’est-à-dire dans la direction de la droite | AA,], et si l’on considère le 
mouvement d'entrainement de (2) supposée se déplacer de manière 
à avoir constamment un contact analytique du second ordre avec (S), 
la vitesse d'entrainement du point B, va couper la droite [AA,] : cela 
est vrai, du reste, pour n'importe quel point projectivement solidaire 
de (Z). On obtient done les caractéristiques de seconde espèce du 
systéme de Pfaff (12) en prenant sur (S) les courbes (C) et sur (£) les 
courbes correspondantes (I) telles que, lorsqu'on imprime à (3) le 
mouvement projectif à un paramètre qui amène successivement les 
différents points de (F).en coincidence avec les points correspondants 


de (C) et qui réalise à chaque instant le contact analytique du second 


ordre des deux surfaces, les vitesses d'entrainement de tous les points 
*de l'espace aillent toutes rencontrer à chaque instant la tangente com- 
mune d(C) et (Ph), 

On peut remarquer que le mouvement précédent jouit d’une autre 
propriété géométrique remarquable. La deuxième et la cinquième 
équation (14) montrent en effet que, si a, est nul, ona 


Mio das Cay dy, = 0; 


cette relation exprime que la direction donnée (w,— 0) est conjuguée 
de la direction 


my Gyo 


Cay ‘ Ai? 


or le mouvement instantané de (2) par rapport ¥(S) est, pour les 
points situés dans le plan tangent commun, une elation de centre A, 
et dont les points invariants sont justement situés sur la tangente qui 


mes en: 


EE ie 
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passe par le point a,,A,— a,,A,. Par sulle, la tangente que rencon- 
trent les vitesses d'entratnement de tous les points de l'espace et la tangente 
lieu des points du plan tangent commun que ont une vitesse nulle sont deux 
tangentes conjuguées. 


Les solutions singulières du système de Pfaff. 


10. Une solution singulière du système (12) est une solution dont 
lous les éléments linéaires intégraux sont singuliers. Ces éléments ne 
Peuvent pas être singuliers de la première espèce : cela supposerait, 
en effet, que les surfaces (S) et (£) sont des plans, cas que nous lais- 
sons de côté pour le moment. 

Il reste donc le cas où l'on aurait 


mais alors les équations (13) montrent qu'on aurait aussi 


Qio— 610 — O, 


S255 — Gorge 0, 


Les deux premières de ces quatre équations nouvelles conduisent 
à leur tour aux nouvelles équations quadratiques extérieures 


[ 601 ($239 — 639) ] = 0. 
| 62 (30 — 30) ] = 0; 


L x 
d'où 
ao — W30 = 0: 


Les deux systèmes de référence seraient alors, dans l’espace pro- 
jectif, invariablement liés l’un à autre; autrement dit, la surface (2) 
se déduirait de (S) par une transformation projective. Nous trouvons 
ainst une solution effective du problème proposé, mais une solution 
banale qui ne-nous intéresse pas. 

Les solutions singulières du système de Pfaf (12) sont formées par 
une surface quelconque (S) et une surface (XZ) se déduisant de (S) par 
une transformation projective quelconque. 


280 E. CARTAN. 


Le degré de généralité des couples de surfaces projectivement applicables. 


11. De la discussion précédente résulte que tout couple de surfaces 
applicables projectivement distinctes provient d’une solution générale 
du système (12). Par suite, les couples de surfaces distinctes projective- 
ment applicables du second ordre dépendent de six fonctions arbitraires 
d'un argument. 

Une conséquence immédiate, extrémement impor tante, est que les 
surfaces projectivement déformables sont exce plionnelles; Sinon, en effet, 
les couples de surfaces applicables dépendraient au moins d'une fonc- 
lion arbitraire de deux arguments. 

Il nous reste à voir comment on peut reconnaitre si une surface (S) 
admet une surface (2) distincte de (S) et applicable sur (S), le degré 
de généralité des surfaces (2) applicables sur (S) et le degré d'arbi- 
traire de la correspondance ponctuelle qui réalise l'application de cha- 
cune de ces surfaces sur (S). Pour cela, nous allons étudier successi- 
vement le cas des surfaces non réglées, le cas des surfaces réglées non 
développables et le cas des surfaces développables; les résultats sont, 
en effet, tout a fait différents dans ces trois cas. 


CHAPITRE UL. 


L'APPLICABILITÉ PROJECTIVE DES SURFACES NON REGLEES. 


La particularisation du systéme de référence rie 
les invariants fondamentaux. 


12. Si une surface (S) non développable est donnée, le système de 
Pfalf qui fournit les surfaces (2) applicables sur (S) et donne en 
même temps la correspondance ponctuelle entre ces deux surfaces, 
est, d'après (9°) et (11), 


| Qu 220, "WE, 
(Li) 24) Do = W14— Wop, a — Qy= W22— Woo, 233;— Qo = W33— Wyo, 
| Qi 6, Bi Gi 
het, = Way! 
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Nous voyons déjà que l'équation 


D = GO; 613 + @26)23 = O, 


1 


qui donne les lignes asymptotiques, est conservée par l’application.C’est 
pour cela qu'il y a liea d'étudier à part les surfaces non développables, 
puis les surfaces dév eloppables. Nous verrons dans un instant que la 
propriété d’une surface d’être réglée se conserve par l’application. 

Pour ne pas être arrêtés dans l'étude de la discussion du sys- 
tème (13), nous allons particulariser le choix du système de référence 
mobile attaché à la surface (S). Nous effectuerons cette particularisa-. 
tion par étapes successives en nous aidant de la remarque suivante. Le 
Système de référence mobile dépend, en outre des paramètres £,, 4, qui 
définissent la position d’un point de(S), d’un certain nombre de para- 
mètres arbitraires u,, u,, .... Si on laisse ¢, et £, fixes et que l’on fasse 
varier les u, on change le système de référence attaché au point donné 
(4,,4) de la surface (S). Nous désignerons par ¢ un symbole de diffé- 
rentiation obtenue en laissant 1,, 1, fixes et faisant varier les para- 
mètres u; le symbole d se rapportera à une variation quelconque de 
tous les paramètres. Nous désignerons, pour abréger, par e;; ce que 
devient w;; quand on y utilise le symbole à de différentiation, en gar- 
dant la notation &;; pour le symbole d. On a manifestement 


reg pa 
L’équation 
@3== 0 
entraine 
[1413] + [@2@23] = 0, 


d’où, comme on l’a vu, 


I 09 és 1 do 
Dy3= -——> 3= — +; 
13 2 Ow, 2 2 0 Fi 


on a donc, en particulier, 
Ey3 —= oO, C23 = 0. 
Si l'on change le système de référence mobile, on a 


dp = doi W43 + OW: W23 + 1 0W43-+ We 9W235 
“Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — SEPTEMBRE 1920. - 36 
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or les formules (2) 


wo =~ [1 (@u— oo) | + Los \ 
ov [ol + | 412 (622 — Oo) J 
D, = | 613 (6r33— 641) | + | 1223], 
OV, 5 = | 6,643 | + | (93 (633 — ae) | 
donnent 
Jo = (Coo— C11) Gi — C21 O25 
: | D0), == — €1,6 + (Eo0— C22) Wa; 
sid | Dos (en — 33) M13 + Cyr Wary | 
\ Das Car O13 + (C22 —— C33) 235 
d'où 


99 — (yo 130 C53) 9s 

Ce résultat n'a rien d’extraordinaire; il était évident, géométrique- 
ment, que la forme g était un invariant relatif. Comme il n'est pas 
absolu, on peut toujours choisir le système de référence de manière 
à réduire 3 à une forme quadratique donnée à Pavance, par exemple 
9 — 20,03, 
d’où 


(17) 13 Oa, is Ors 


Les tangentes asymptotiques sont alors [AA,] et [AA]. Nous avons 
atnst obtenu une prenuére particularisation du système de référence 
mobile (1): les équations (17) entrainent du reste, d’après (16), 


Cys == 0, Cut Cr — Lou — C33 = O, e,. =O. 
13. Deuxième particulartsation du système de référence mobile, La 


Jorme cubique Y, — Pour aller plus loin, égalons les covariants bili- 
néaires des équations (15); nous obtenons 


; 1° 
Loic] —+- 4 | 2 (64) + 32 — Guy — 33 ) ] = 0, 


I 
5 ber(@ut 22 — Woo — W33)] + [2 wa | = 0. 
a a ee ee ee hp 


(1) Hest à remarquer que celte particularisation introduit une irralionnelle quadra- 
tique. 


——— ant 


Re tt ÉTÉ mi 
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Ces équations montrent que les trois expressions 
I 
Bigs = (on 32 — Woo — W533), GET 


sont linéaires en w,, w, ef se déduisent par différentiation de la 
forme cubique | 


=" 2 
LE ot 62 -+ Oy 9 (yp + 22 — Don — O33) + 0} Oa13 


ona 
1 dv I 1 oy 1 0? 
AG gat? a bn Do) EG bn Te 


Or on a maintenant, d’après les formules ie), 


001 == (600 — C11) @1, 

O52 = (600 — 22) 02, 
(18) ‘ dia (C19 — €32) 2 + (€ — 22) de, 
UNG hg ha aes er RE On eet 
1 dar == (€29 — €31) 4 + (Er — C1; a1, 


et par suite, 


oy) =a (59 — 33) Ÿ st = (eine C2 0) + Cry — ai w,)9. 
Loin on cubique déterminée par l'équation 
Ÿ + (Ao + Bu>)9 =: 0 
est donc invariante. Or slouens 
I 
5 (on + 622 — Doo — 6133) = Ao, Bk 633 


nous avons, d'après (18), 


Oh = 65 — Cy + (ei — Cyn) A, 


Bk == es — C31 + (€22— Eun) A, 


les coefficients A et & subissent donc chacun, quand on modifie le 
système de référence mobile, une substitution linéaire entière arbi- 
traire ; on peut donc les supposer nuls tous deux; on voit alors s que la 
19 : 
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forme cubique 4 sera réduite à ses deux termes cubiques, et le rapport : 
sera un invariant absolu. On aura en outre 


| Y — au + bw}, 


Gy2— GO), > 7 
(19) W141 + @22— Wo9— 33 — 0; | 
| 91 = bods, 
C19 — 032 = C29 — C34 —= ©. 
| 
| 


14. Troisième particularisation du système de ré iférence mobile. — Les 
formules (18) et (19) donnent 


da = (211 — Eoy — C22) a, 


(20) 


db = (26:3 — 00 — C41) 8. 


Chacune des relations a — 0, b — 0 a donc une signification inva- 


riante. Or la relation | 
Ge = 0 | 

entraine - | 
GA, = wy A + &11 A, + @ As, 

| 


ce qui montre que, si l’on se déplace sur la ligne asymptotique w,=0, 
la droite [AA,] reste fixe. Cette relation caractérise done les surfaces | 
réglées, ou plutôt la propriété des lignés asymptotiques w, = o d'être | 
rectilignes. Il importe de remarquer que, pour toute surface (2) appli- 
cable projectivement sur (S), la même propriété a lieu puisqu'on peut 
choisir le système de référence associé à (£) de manière à avoir, ! 
Q,,—=0,,, les deux particularisations précédemment effectuées des 
systèmes de référence se faisant parallèlement dans les deux surfaces. 
Nous allons, dans ce Chapitre, nous occuper des surfaces non 
réglées. Les formules (20) montrent alors qu'on peut supposer 


ab=r l} 


(1) Cette particularisation introduit une nouvelle irrationnelle qui se réduit, du reste, 
à une racine cubique. Les relations (17) et (21) se conservent si l'on change respective- 
ment w, et We soit en Em, et e?w), SOIL EN Ems Ct 224, où € désigne une racine cubique de 
l'unité. Les seules expressions réellement invariantes sont les deux formes rationnelles 
eet +. 
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c'est-à-dire 
Y =w} + oi, 


612 = GO), 
(21) 611 + G22— Boo — B33 == O, 
4)51 = Ga, 


\ C44 = C22 = Cog C33. 


15. Quatriéme particularisation du systéme de référence mobile. La 
forme biquadratique y. — En égalant les covariants bilinéaires des 
deux membres des relations 

Gi — Wi, 


Gi + @22— Goo — D33 — 0, 


: G)21 = Bo, 
on obtient 
\ Lo (@o0 + @22— 264;)] tr [los (32 — @ 10) J — 0, 
(22) Loi (32 — &10)] + Lo: (wa — O29) | = 0; 
| [1 (@31— 20) | + [@2( 0+ 644 — 2@22)] = 0. 


On voit que les quatre expressions 


Boo + War — 2011 Ge — Wrox y — Wag, Goo + Wy; — 206)92 


sont des combinaisons linéaires de w, et w,; on peut les déduire d’une 
forme biquadratique 


A = 03 (G09 + 692 — 2 44) + 3 wT Os (632 — O40) 
+ 36), 63 (634 — 020) + 03 (Woy + Gi — 2 a2 ) 
par les formules 


EL. Ofy i. OY 
Doyo “+ ®aa— 2604,;=— SF ai G39 ONT ha =) 
4 À Sie Oo} 17 24 do? Oo), 
MAT he LOT 
@3; — Dog — ZT = Dep Oy — LOT pr 10 
‘ ° 24 dw, 002 24 doi 


On trouve sans difficulté qu’en faisant varier le système de réfé- 
rence mobile, on obtient 


dy = — few + Sep} W2 + 1263907 WZ + e401 03 — Fer}. 


On peut donc disposer de l’indétermination encore subsistante pour 
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annuler dans y les coefficients de ©) @,, ©; @,, @,@,; on aura alors 
C19 — Cry = C30 — 0» 


c’est-à-dire que le système de référence sera parfaitement determine. 
Posons alors 


(=—3aui—380;;: 
nous aurons 5 
{ odog~t @_.-— 264 = — Saxon, 
6)32 — 410 ae 
(23) 31 -— Dao == 0, 
600 + O11 — 2022 == — 33023 


d’où, en prenant les covariants bilinéaires, 


= 3 | on (da +1— af w)| + 4[o;@10] — 2[@202] = 0, 
Loi O29 | + [6239 ] = 0. 
[ 4630 | +- [©2619] = 0, 


— 3 | w2(d3 fs aS o) | = 2[ 61% 0] + 4 [2629 | = 0. 


a 


On en déduit enfin : 
419 — 1. LOTT + [- Oa, 


comte tt 


(21) à O29 == Ÿ 6)1 + 9 Gas 
\ 30 — 0 6h + À 6)2 
et 
7 Px UE. 
wy (da+1— 03 — lus, =o} 
È ARE 3 3 
(25) 


= 0. 


|. (as +1~— a5 — ph 3 i) 


Les coefficients &, 6, A, u, v, 2 sont les ‘neariants fondamentaux de 
la surface (S) par rapport au groupe projectif('). Toutes les coimpe- 
santes &;; du déplacement infiniment petit du système de référence 
mobile sont exprimées linéairement au moyen de w, et w,, les coeffi- 
cients introduisant précisément les invariants fondamentaux. On a du 
reste | 
in Li BE] 

lo,=—a[",6:]. 


RS RE OC EN San nat des 


3 
: : 
rt 


(1) En réalité, les invariants fondamentaux rationnels sont 28, a+ 63, bv, do 
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Le système de Pfaff des surfaces applicables 
sur une surface non réglée donnée. 


\ 


16. Soit (S) une surface non réglée. Faisons correspondre à chacun 
de ses points un système de référence mobile normal. Soit (Z) une 
surface applicable sur (S). On aura, de la manière la plus générale 
possible, la surface (X) et la correspondance ponctuelle qui réalise 
l'application de (£) sur (S) en intégrant le système de Pfaff : 


Qo 0 
| AO ak Ay 2. Ws, 
(15) : 213 = 0)13 Ds = 623, 
| ORs G)j2; PETER | 
Ru =6) 0, $232 — oo O22— 00, 233 — Lo 13 — Woo; 


les (;; désignant les composantes mobiles’ lu déplacement élémentaire 
d'un système de référence arbitraire. 

Les équations quadratiques extérieures qu’entrainent les équa- 
tions (15) sont, en tenant compte des formules (17), (21) et (ar) 


[ a2 ($232 — D — 032 + O40) ] =O; 

Las (251 — Qay — 631+ 000) ] == ©. 

Leu on) | — Loi (Qi — 619) ] == 0: 

Lots 952) |] — [o2{ Qa w20)] = 0, 

[6 (2210 — 419) | + | r2( Qo — 29) ] = 0. 
Où en déduit 


Qu Do 631 — 20 + Leon, 
CO = ui Kk GER 


ay I 
SO ie 3 ket UD, 


, I 
249 = Wa) — a K+ © We. 


Or on peut, sans changer les conditions du probléme, changer | 
point B, en B, + AB de manière à annuler #. On aura done les nou- 
19% 
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(27) yehtyar'bon onal Woo, 
32 — Do 32 — 103 
| Do Oo + U4, 


Go = O29 + 62. 


(28) 


Les équations (27) conduisent aux équations quadratiques exté- 


rieures | 
Lo (30 — 630 — UM») | = 0, 
[ @2 (239 — 530 — 8 6) ] = 0; 
d’où enfin 


(29) 0 — G39 = U O2 + V6). 


Les équations (28) et (29) conduisent ensuite à 


[ (du + 24 Woo — 64, ) | ==>, 
Lo, (de +29 Boo — Où) | = 0, 
LosÇdu + 20 Go— 01, ) | +] 0, (de + 26 G99 — Hy) | = 0: 
d’où 
( du + au (60 — 651) = we, 


(30) 


l dy +a (500 — 622) = Waa. 

Les covariants bilinéaires des équations (30) donnent enfin 
(31) dw + w (69 — 33) + 2°(29—1)0,-+ 2u(22—1)0,=0, 
et cette dernière équation entraine elle-même 


(32) u[dpo,|+ cl du, ] + - 5 (y — %)[@1%2.] =o. 


+ 


Les trois fonctions inconnues u, 6, æ dont dépend la solution du 
problème sont done données par un système d'équations aux différen- 
tielles totales linéaires (30) et (3r), avec la condition d’intégra- 
hilite (32). Hen résulte que la surface cherchée (2) dépend au plus de 


(rots constantes arbitraires (indépendamment des constantes qui fat 


sa position dans l’espace projectif). 
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17. La relation (32) est de la forme 
pu += q’ =) itt == 1D; 


où les coefficients p, g, ne dépendent que des paramètres 4,, 22 qui 
définissent la position d’un point sur la surface (S). En la différen- 
tiant et en tenant compte des expressions fournies par (30) et (31) 
pour du, dv, dw, on obtient deux nouvelles relations de la même 
forme | | 

Peeve +rsyw=o, 

Pau + dah “+ reW== 0, 


Chacune de celles-ci donne à son tour naissance à deux nouvelles rela- 
tions, et ainsi de suite. 
Cela posé, on voit que plusieurs cas sont à distinguer : 


1° Il existe entre u, +, w trois relations linéatrement indépendantes. W 
n’existe aucune surface (2), distincte de (S), qui soit projectivement 
applicable sur (S). C’est le cas général. 

2° Il existe entre u, v, w deux relations linéairement indépendantes et 
deux seulement. Les rapports mutuels de u, 9, w sont alors déterminés; 
quant à w, par exemple, il est donné par une équation complètement 
intégrable de la forme 


(33) du =u5, 


où & est une expression de Pfaff connue. On a alors u par une quudru- 
ture. I existe oo! surfaces (2) applicables sur (S) et formant une 
famille continue; elles sont données par l'intégration d’un systéme 
d'équations différentielles linéaires du deuxième ordre à quatre fonc- 
tions inconnues, les coefficients des fonctions inconnues dans ces 
équations dépendant linéairement d'une constante arbitraire #. Ce 
système est symbolisé par les formules 


dB = oo B + 0, B, + oB:, 
dB, = (049 + kuo,) B+ 0B, + ®)2Ba+ 6 13B3, À 
dB; = (629 + ke w,) B+ 691 By 622 By + wo; Bs, 
* ABs = (030 + ke ©, + Kuw,) B+ (os + £02) By + (32+ luc \B, + 3; B;, 


De 
. Ann, Ec. Norm., (3), XXXVI, — Octonre 1970, ‘ Ok 
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où l'on a désigné par u l'une des solutions de (33) et par ¢ la valeur 
correspondante de ¢. 

Les surfaces de cette catégorie dépendent évidemment de six fonc: 
tions arbitraires d’un argument, puisqu'elles forment la généralité des 
surfaces déformables projectivement. Du reste, nous reviendrons 
là-dessus plus loin. 


3° Il existe entre u, v, & une seule relation linéaire. Les quantités u 
ets sont alors données par l'intégration d’un système complètement 
intégrable de la forme 
; du SUBD, + VU), 

(31) DAS 
P = UD2 + (Waa, 


avec quatre expressions de Pfaff connues &,,, &,,, @,,, Goo. Il existe 
2° surfaces (2) applicables sur (S) et formant une famille continue. 
Les coefficients des équations différentielles linéaires qui donnent (2) 
dépendent linéairement de deux constantes arbitraires #, et &,. Nous 
verrons que les surfaces (S) de cette catégories s’il en existe, ñe 
dépendent que de constantes arbitraires. 


4° La relation (32) est identiquement vérifiée. Alors u, +, æ dépendent 
de trois constantes arbitraires #,, &,, #, et sont données par l’intégra- 
tion du système linéaire (30) et (31), intégration sur laquelle nous 
reviendrons plus loin. 

En tout cas, il ressort de ce qui précède que, st deux surfaces (s) 
et (XZ) sont projectivement applicables, elles font partie d'une méme 


Jamille continue de sur faces toutes projectiventent applicables les unes sur 
les autres. 


Le systéme différentiel des surfaces non réglées projectivement déformables. 
Le réseau conjugué de déformation projective. 


. 18. Nous sommes maintenant en mesure de préciser et de com- 
pléter les résultats obtenus au Chapitre II sur le degré de gencralite 
des surfaces projectivement déformables. 

Si une surface non réglée (S) est projectivement déformable, on 
peut associer à chacun de ses points un système de référence mobile 


SUR LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES. 291 


et déterminer en chacun de ses points rois quantités non toutes nulles 
4, #, © de telle sorte qu’on ait les équations de Pfaff : 


| 63 0, 
®13 = Ga, G23 — Oy, 
Gi = 6), oi = 6)», 
31 == Ga, 32 — Oo, 


Ou — Woo = 2401 + Bors, 

War — Dog = to), + 2 Bers, 
(35) 33 — Woo = 3.464 + 38a, 

W1o = Ae, + poe, 

G29 = VO; + OW, 

39 == PU + ho, 

du = 2U(4;— Oo) + ww,, 

dv =20(@23— 49) + Ve, 


dv = (33 — Won) + 2°(1 — 29)O,+ 2u(1 — 24) 62. 


Ce système de Pfaff définit les surfaces non réglées proyectivement 
déformables. 

Les équations quadratiques extérieures auxquelles il conduit, ct 
dont quelques-unes ont déjà été formées, sont : 


RE un 
CEE) a, 
(36) [o,dy]+ [co do 1+(202—3%8)[o0:]—0o, 


Ford |+" lo, WT + (Aix 26 )[wim:|—o, 
lon DIE Los du] + (34% — 248) [0,0] =o, 


| Len dy] + ulw:dp] - SC —Yv) [ou | =o. 

La forme des six équations (36), dans lesquelles interviennent, 
outre w, et w,, Six expressions de Pfaff nouvelles, rend vraisemblable 
la propriété du système (35) d’être en involution et d'admettre une 
solution dépendant de six fonctions arbitraires d’un argument. Il est 
du reste facile de mettre en évidence à la fois la propriété d'involution 
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a le 


ct les six familles de caractéristiques, en écrivant les équations (36) 


sous la forme 
f 2 
Lo (a2 +1 — 25 — 3H _ sm) | =D, 


| (ap = aS — ze — 3 sn) | = 0, 


3 
Lu (un — dy + 3upa —oui3 + ru au: wo, 


|=. 


5 | 
Le (s do— u du + 3 6 v3 — 2 px — Su +$ wos) | == Où 


| (vee — ro) (ve do —\/u dh. 
(36') | 


| | + 4 aa -— 2 Vooa + 3 VrvB + 


— V6 03 —2Vui3+ 3 Vupa+ 


Ca + ro) (ve dp + Vu dh. 
\ 


C ce 3 0 
, fog asd PTS ute 
— 4Valat ays ape AP 3 à Ve YO), 


— 1 V6 p8 + »Va2B — 3Vu pa — E =u) So 
Ve 

Les surfaces non réglées projectivement déformables dépendent donc 
effectivement de six fonctions arbitraires d'un argument. 

On voit, de plus, qu'il y a deux familles doubles de caractéristiques 
définies, la première par l'équation w?— 0, la seconde par l'équation 
Wy = 0 : ce sont les asymptotiques tles surfaces intégrales. 

Hy a ensuite deux familles simples de caractéristiques définies par 
les équations 


= ae Fe td 
VU0,—\ = 0, Vus + V2 0. 


Les caractéristiques de ces deux dernières familles forment sur la sur- 
Jace(S)un réseau conjugué. On peut l'appeler réseau conjugué de défor- 
malion P! ‘oJecti pe. 


On vérifie Durs que les caractéristiques fournies par ce 


w À OS 
& FR 
re 
€ 
ae # 
— 
— 
2 
EBLE BBE BLA PEL AA 
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réseau conjugué satisfont à la relation déjà obtenue (n° 9) 
(3 — 32) — o2( 23; — 31) — 0, 
qui se réduit ici, d'après es et (28), à 
“oi --- Poi 9; 
on vérilie également la relation 
013 (229 — 9) — W23 (2219 19) = 0, 
qui sé réduit à la même équation, 
19. IL est digne de remarque que, 2 l’on connait & ete en fonction 
les paramètres £,, ¢, qui définissent la position d’un point de la sur- 
face (S), les equations finies du réseau conjugué de déformation projec- 


ave, ainst que celles des asymptotiques, s'obtiennent par des quadratures. 


On a, en effet, d’après (35), 


(View, ) = Val ©, («11 — 9) | + —=[ duo, |= 0; 
aVu 


l'expression ywo, est donc une différentielle exacte, et il en est de 
mème de Vo, : | zt 
Vuo,— dé, Vro= dn. 
On a et n par deux quadratures; les équations finies des courbes 
du réseau conjugué de déformation projective sont alors 


en = const. 


et celles des lignes asymptotiques sont 


2 = cost. ; n= Const. 


On a vu plus haut (17) que, si la surface projectivement défor- 
mable (S) admet un seul réseau conjugué de déformation projective, 
la quantité « peut être obtenue par une quadrature. On voit donc que, 
pour une surface de cette catégorie, on obtient par trois quadratures les 
équations finies des courbes qui constituent le réseau conjugué de défor- 
mation projective, ainsi que celles des lignes asymptotiques. 


20. Cas où le réseau conjugué unique dé déformation progecuve se 
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réduit à l'une des familles de lignes asymptotiques. — Dans le cas où, 


pour une surface (S), il y à entre u,v, deux relations linéairement 


indépendantes, ces relations ne peuvent pas être 
Rs SO, 
car les équations (35) conduiraient à æ =o. Mais il peut arriver que 
l'une des deux relations soit de la forme 
(eG; 


dans ce cas, le réseau conjugué de déformation projective serait défini 


par l’équation différentielle 
aro; 


il serait formé de l'une des familles de lignes asymptotiques. Voyons 
si ce cas peut se présenter, et que! est le degré de généralité des sur- 
faces correspondantes. 

On aura évidemment, d’après (35) et (36), 


wo, [os du | =o, 1—2U—0; 
. . . . . , « 1 . > . . 
par suite, invariant projecti f u. est égal à =; et il est facile de voir que, 
réciproquement, s’il en est ainsi, l'équation 
du = 2.U( 644 — 50) 


est complètement intégrable. 
Le système de Pfaff qui donne les surfaces cherchées est done 


| De Os 
613 = Oa, Gay = Wy, 
6), = 6), Gay == 6), 
Bsr — Wao, Ga Dros 


Wi) Wop = 22H, + (50, 
pass 
(37) € @s2-— Dog =. Ad + 2502, 
G33 Dog — 3 FG, + 3 2, 
« ‘ i] 
Wy = 40, + — Wa, 
2 
aq == Yo), = 0%), 


6)30 coe 99), + 7.6095 5 


eternal eee LLL ALLE LLG ALLA LL A AALE AAL 


‘ SUR LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES, 295 


et il conduit aux équations quadratiques extéricures 


E (aa cree tat — 7] 556; 
3 + a Le 
2 


|». CE + 5 — af — a) | 0, 
/ 


Lo dy | + [o: dp] + (2pa — 3v8)[a10,|=0, 
Lou do] + [os di | + 4(Aa2— pB)[oiw;]=0, 


Landi + (54236) fools. 


Sof ES 


(38) 


Il est manifestement en involution et sa solution générale dépend de 
cing fonctions arbitraires d’un argument. ‘ 

Par suite, les surraces non réglées projectivement déformables dont le 
réseau conjugué de déformation projective se réduit à l’une des Samilles 
de lignes asymptotiques dépendent de cing fonctions arbitraires d’un 
argument; les caractéristiques du système différentiel qui les définit sont 
les lignes asymptotiques des sur faces intégrales, les unes complant quatre 
Sots, les autres une fois. 

Pour ces surfaces, la quantité w est connue par une quadrature, et 
par suite les lignes asymptotiques de la premiére famille par deux qua- 
dratures. On ne peut plus rien dire de particulier relativement à la 
seconde famille de lignes asymptotiques. 


Les surfaces admettant «' réseaux conjugués de déformation projective. 


21. Étant donnée la forme (34) des équations qui donnent les 
valeurs de x ete pour les différents réseaux conjugués de déformation 
projective de la surface, on a 


TES ky a, + ks Uy, 
(D = ky 4 at hy "s 


avec deux constantes arbitraires #,, #,. L’équation différentielle des 
réseaux conjugués est ici de la forme 


Ay (pot — 61403) + ko( Ugo? — 02) = 0, 
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Les deux réseaux conjugués particuliers (u,, 9,) et (u,, v,) sont 
obtenus par l'intégration d'un système d'équations différentielles 
linéaires du premier ordre (34). Ce système une fois intégré, on a, 
sans nouvelle intégration, les équations finies des lignes asymptotiques. 
En effet, les deux expressions Va, o, et (uw, étant des différen- 

ay 


lielles exactes, le ‘apport § — de deux facteurs intégrants est une inté- 
ty 


vrale premiere de l'équation w,=o, c'est-à-dire de l'équation des 


lignes asymptotiques de la première famille. On a de même les équa- 
tions des lignes asymptotiques de la seconde famille. Si alors & et 7 
désignent les paramètres, ainsi connus, des asymptotiques, l'équation 
différentielle du réseau conjugué de déformation le plus général est de 
la forme 


LA file) + Me fe(2) | de? - | Ay gi(n) + 4, 22(0)| dn? = 0 


avec des fonctions connues /,(£), /, (2), 2,(n), 9:(n). Pour chaque 


valeur numérique du rapport . les équations finies du réseau conjugué 
correspondant sont données par des quadratures. 

Si Pun des rapports = ou était constant, les choses seraient un 
peu modifiées : on aurait alors les lignes asvmptotiques par des qua- 


dratures. 


22. Himporte d'avoir une idée du degré de généralité des surfaces 
qui admettent x! réseaux conjugués de déformation projective. Remar- 
quons d’abord que, s'il existe entre u, v, « une seule relation linéaire, 
cette relation contient nécessairement w°; sinon, en effet, elle serait 
de la forme 

A 


et l'on déduirait des équations (50) 


Wty NG) =, 


ce qui est absurde, 


eas 
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Cela étant, soit 
A + DU + q 110, 
la relation unique qui existe entre uw, ¢, «. On en déduit, d’après (30) 
et (31), 
dp = p( - oy + Bors) + p(por+ qos) 2(1 212), 
dq= 4 ao — Borg) + (poy + qos) -- 2(1--- 2) oy. 


Le système de Pfaff qui donne les surfaces cherchées est done 


6); == Ow 

O13 > Woy 23 == 10) 
Ghis — 0j, Oa =— CT 
6)31 == Gao, (32 == G10, 


61 Dog 72 AH, + Bars,” 
(39) Ce meee on een 
| Ou — Oo BA + 3 Gers, 
640 == 26), + His, 
Gag VO), + D6)o, 
6)39 = 064 + Adda, 
dp — p(— 64+ Bws) + p( poy + gon) — 2(1-- 92) 2, 
dq=q( am Bon) + G@ (po, + gen): 2(1— 2v) or. 


Il conduit aux équations quadratiques extérieures 


| (aa+i—as fu 3m) FE 0, 
|. (as +: — «8 — zu — vu | =40, 
Len dv] + [oz do] + (2 0%—3%S)[ wo] - 0, 
(10) ‘ [ado] + los d\]+ 4(a— 93)[o,m] 0, 


[o, D. | +] o2dp|+ (3n%—228)[o 02] 0, 


[os (ay + rin.) | li À 


[. (de = PE + vu | 5 | 


Ann, Ee. Norm., (3), XXXVIL -— Ocronng 10. 39 


298 FE. CARTAN. 


_ Le système (39) n’est manifestement pas en involution. Posons, 
d’après (40), 


; à / 
dz = ayn + (a8 + p+ Gr jus 
” sud té 
de a Sant hig ha Gi + Ba, 


3 
di = PCR —V)o1 + Bare, 
(41) ( 


dy =10,—24(u—v) or, 
. ‘ gg rente 
dh = (4ha+o)o,+ (22532 + SPH =) us 


À 
Eh Se (202 — 3v8 — PT — 9 ) où + (406 + 2) or. 


Les équations de Pfaff (41) conduisent aux équations quadratiques 
extérieures 


| 2 2 2 
lo (da — 280 +31 +2PH—2pPY— Zap + ave, | 2410, 


_ 


[-. (a. 2 af: + 5 Ba 29h + 29% + 3 oh — 36v0) = 0, 


‘ 


[oa1—|(B+ 59) — (pr +693) (uv Trou. 


(42) ( Era le [(« hi =P) + C7 + 6p — 3) Ce | [o0.1=6, 


[on do] + | Sua + Spy — 365 — 15 pa? 


p) (4 —v)+ak(op =| fo.) +, 


| [us do] — [3 VB: + Sq— 3as — 15 vB? 


i 
| 


5 
sa (259— rr)» + 2p(29— 1) [Eouss1= 0. 


ee ee ee de < 


ee 
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On en déduit immédiatement 
3 
(43)... de = [3 VB: + 37 hs — 329 — 15 vB? 
<n (26, ry ra) (4 —¥) + ap(av— | On 


_ [Seat sp ¥— 380 —15 pa? 


2 KR 
: + (Pap = Pp) en + an laser 
d'où 
| Ady == 04,0, + [2621+ es a(p — 7%) e— | 6)», 
; i : 
dB, = | 261+ zh—2(9 ae 56) (p—»)| Wi + Broo), 
(44) ey a 15 à c 
dy, = Vo + [(6 Ss 4) Mises (z pq +6 —3) (a ») [os 
"13 15 
| dp2= Oe Pi} Be (Fr7+ 6x8) (2 —») [os+ pao 


avec la relation finie 
mk f ; Sh ye 
BO > PY — lap + 6p(p— 5) + iP 7%) 
s x / 
j ‘ th ohare 35 
+ 2ug + 20u25 — | 30p x° —- The p+ ahp) (w=) 


pair 3 7 as — 14988. — 69(u—»)Ba+ (Fr 706)e. 


+ 2v0 + 20 %35 — (3078 98 a 2 Fe 2p4) (um —%). 
On déduit de là les deux relations 
| oR wd aS: 3 i pet eA LR y 
Bai + ah Vin + TZ Phe 4) — sips CITES: ge At Filan 11 
: 8 3 5 
= (+3 ve) Bu (go + 592+ 2 pg Boat... 
| , 15 , bees 
YB 222+ = Ales — E q(p—y)+14 +8 | Bae + (3 ge 78) es 
8 ee a 
= (pet 3p3)ay,4+ SET Re De Rea Au Hess 


20 
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les termes. non écrits ne dépendant que des lettres sans indice ou 
à simple indice, et où les notations &,,,, Yi415 Guvos Uso désignent res- 
pectivement les coefficients de ©,, &,, w,, ©, dans dx,,, dy,,, 
dB a, dis. 

Or on a, en employant des notations analogues, 


2 
1112 = A Bary = Zvi. ae. 


; 3 
alse +5 7) Va tee ees 
\ 2 


2 
B222)= 4 2292 + 3 Ha +... 


les termes non éerits contenant deux indices au plus. Les relations (45) 
différentiées donnent alors 


(vst 3uB aun (Su +Sp8+ pat) nu 
(+3 12) Base (5 y+ I qa+ spy) Base be 

On obtient ainsi trois relations entre 2,44) Visio Bouos Yoo, et des 
“alculs qui ne présentent aucune difficulté montrent que ces trois 
relations sont linéairement indépendantes dans tous les cas. Par suite 
Miss Yessy Paoae oor peuvent s’exprimer au moyen d’une même indé- 
terminée 7 et des quantités à simple ou double indice. Mais alors. on 
voit immédiatement que 7, et 7, sont déterminés au moyen des autres 
quantités, de sorte que l’on est ramené à un système de Pfaff dans 
lequel les différentielles des inconnues @, 8, u,v, À, 2,5, %5 Ba, Yor v,, 
Miss Boy Vis Ueno, 7 SOnt exprimées linéairement en ©, et @,, les coeffi- 
cients Wintroduisant aucune inconnue nouvelle. Si ce système est 
complètement intégrable, ce que rien n’oblige à croire @ prtort, les 
surfaces cherchées dépendent de 15 constantes arbitraires (indépen- 
damment des constantes qui définissent leur position dans l’espace 
projectif). 

Par suite, les surfaces admettant +! réseaux conjugués de déformation 
projective dépendent au plus, st elles existent, de constantes arbitraires. 
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Les surfaces admettant +? réseaux conjugués de déformation projective. 


23. Pour ces surfaces, la relation linéaire (32) en u, 9, w est iden- 
tiquement vérifiée. Elles sont donc caractérisées par les relations 


: be =», 
[dpw; | = | dye, | — 0, 


c'est-à-dire par la propriété que les deux invariants projeclifs à et v 
aient une valeur commune constante. Elles font partie de la classe plus 
générale des surfaces nommées par M. Fubini sure“aces asymptotico- 
tsothermes (voir n° 29). 

Pour une valeur donnée c de la constante, les surfaces en question 
sont fournies par le système de Pfaff : 


G)3 —= O 
Ghy3 — Go, 993 == Oy 
Gi2— 6), Oat Va; 


Oui Bog = 229) + on, 
(46) {Ou Wg == 20h + 2340, 

D 33 — Boo = Ao), + 3 363, 

0 À) + CO, 

G29 = C6); + 06), 


| 6)39 = 66), + Lay. 
Il conduit aux équations quadratiques extérieures 
Lo, (dain ice 23 o»)| =o, 
[os (#8 +1— 2¢—a3u,)| nzjq} 
(45) | Loi (a + Bea — 278 w:)|= 6: 
lo, (do + 3c3 —2pa »,)|=o, 
|, (dp — 12B05)] + [o:(d7 -— 4220,)] =.0. 
Ces équations conduisent à poser 
| dot = a,0;+ (a3 + 20 — 1), 
dB =(a8 + 20 — 1), + 3,0. 


(48) d? = (hha + ¢)o,+ (2148 — 3ea) os, 
dy = (29%-—~ 3¢3)0,+ (495 + 5). 
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On voit ensuite facilement que l’on doit avoir 


(19) do .(—3c8,+ 3ao +15c8? +29 — 4pc)oy 
+ (— 3c, + 380 +15ca+ 22 —/4Ac)on. 


Les équations (48) et (49) conduisent alors aux équations quadra- 
tiques extérieures 
5 | o(da,— 2h%,02)] = 0 
(50) 


[ o2( dB, — 2%B,0,)| = 0; 
(51) clos ds, | mi c[o: da | + 2c(7 ax, ne 76682: — 1003 + 103) [or | <= Oi 


Cela posé, deux cas sont a distinguer : 


1° La valeur constante des deux invariants w et v est nulle. Dans ce 
cas, il ne reste que les équations quadratiques extérieures (50) et les 
sur faces correspondantes dépendent de deux fonctions arbitraires d’un 
argument : les caractéristiques du système de Pfaff qui les donne sont 
les lignes asymptotiques. 

2° a valeur constante dev. et y n’est pas nulle. Dans ce cas, les équa- 
tions (50) et (51) permettent de poser 


( da,= (y+ 1442, — 2023), + 232,62, 


| d3,= 22330, + (y +1433,— 203*)on; 
d'où lon déduit 


(53) dy= | 3ay + (605 — 1232) (xe —1) |r 
+ [3By + (60a? —194,)(2¢ -1) |r. 


Le système de Pfaff formé des équations (46), (48), (49), 
»2), (55) estalors complètement intégrable. Les su faces (S) cherchées 
dépendent essentiellement de huit constantes arbitraires, mais se partagent 
en classes de surfaces toutes projectivement applicables les unes sur 
les autres, ces classes dépendant de cinq constantes arbitraires. 

En réalité, les seules constantes essentielles, pour ces classes de 
surfaces applicables les unes sur les autres, sont celles qui inter- 
viennent dans les relations qui existent entre a, 6, «,, B., y (voir n°26): 
or ces relations s’obtiennent en intégrant le système de Pfaff obtenu en 
éliminant @, et w, entre les deux premières équations (48) et les trois 
équations (52) ct (53). Ine reste done que trois constantes arbitraires 
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pour les classes de sur faces projectivement applicables les unes sur les 
autres el correspondant à la même valeur c # o des invariants w et . 


24. La recherche effective des surfaces en question est liée à des 
problèmes ques La forme différentielle quadratique 


9 = 2018.2 


est, en effet, de courbure constante (‘). Ona 


, =[o,0], D, =— [ww |], 
_ en posant 
© = Bw. —- a0); 


les pie, 1) donnent alors 
D'ou +v—i)[oiu;]. 


La courbure de la forme 9 est donc 2(4+v — 1), qui se réduit i ici 
à la valeur constante 2(2c — 1). 

Cela posé, on trouve, par un caleul que j'omets, les FABTRFSIONS 
générales de w,,w,, %, B,A,p. . 

Supposons d'abord la courbure 2(2c—1) différente de zéro. On 
obtient 


| I s/Y. dx 1 s/X dy 


-o= ; 6). = 


Vaca’ X«—y Vi—2c fo NLY eet? 


a= vinaey/; (+57 er) 
4-4 CEUEETI VE 
| 


fl re] À 


+) 
fat 


dur = Ph 2x — y 480 


(0) 


+ gs X*(0) +4 Art + hye + ts | : 
120 
é . 2 tig ¢ 3 Y J Y’ 4Yvi 
p=(&—y}X De re + Y*‘'(0) 
ai’ 3 yy | by? my V 4] 
Bie ON Li PR he) fe ig , 
qe 
(1) Poir ci-après, n° 33. 
20% 
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où X et Y sont, sic n’est pas nul (*), deux polynomes du sixième degré 
au plus, le premier en x, le second en y, les coefficients de ces deux 
polynomes étant les mêmes. On obtient une classe de surfaces appli- 
cables en prenant pour X et Y des fonctions déterminées, et en faisant 
varier les constantes 4,, #,, ky. 
Les équations des réseaux conjugués de déformation projective 


sont 
dy* 
Y 


se ‘ 
(kya? + ky + ky) = (Ay y? + hay + hs) 


> 


quant aux lignes de Darboux-Segre, elles sont données par l'équation 


da _ ay 
ba do 


Il semble, dans le cas c  o, qu'il vail co” classes de surfaces appli- 
cables les unes sur les autres; mais il faut remarquer que l'on peut 
multiplier X et Y par un même facteur constant et que, de plus, on 
peut effectuer sur x et y une même substitution homographique. 
Autrement dit, on peut poser , 


Dr de Aya + hy X— mX s 
> Aye ee hy ~ (hgyx + h,)® 
= yy th: D --- my 


ce qui réduit de quatre unités le nombre des constantes essentielles. 
On peut encore dire que le paramètre æ des lignes asymptotiques de la 
première famille n’est défini qu’à une transformation homographique 
près (7). PMS»: 

On obtient sans difficulté le système d’équations aux dérivées par- 
tielles linéaires complètement intégrable auquel satisfont les coor- 
données homogènes fixes d’un point de la surface. En posant ),=0, 
ce qui est permis, étant donné le facteur arbitraire par lequel on peut 
ES 


(1) Sie est nul, X et Y sont deux fonctions arbitraires, la première de x, la seconde 
de). 
(2) Les paramètres x et y sont les paramètres projectifs des génératrices rectilignes de 
dx dr 


la sphère qui admet pour ds? la forme (2c— om cer à 
EE 
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multiplier toutes les coordonnées homogènes, on trouve, en posant 


= dx n= (5 
ses = | — page=) 
Va. VY 


le système 


Vx Phe te NAN 1 VEN Onsen. £3 X 5 
E—y dE: Vrac 7 On =e eo Pet] ae 
D VY CL I VY QU to. 1 3 Y ” +. py 
PTS ON race € — ¥08 ed CA Tu | ee 


‘ou les fonctions entre crochets sont celles qui entrent dans les 


expressions de À et de p. 
- Si la surface (S) est donnée, on obtient facilement les quantités 
a, y, X, Y. En effet, une première quadrature donne 


H — T—Y _  Jeui+se, 


VXY 
On a ensuite 
| dz I d 
Hw pe ee Fons et 
we mre VX TT iy 


ce qui permet, par deux nouvelles quadratures, d’avoir les paramètres 
des lignes asymptotiques et les équations des lignes de Darboux- 
Segre. Supposons ces opérations effectuées et donnons au paramètre 
d’une ligne asymptotique de la seconde famille une valeur numérique 
fixe; on a alors, en désignant par H, et (w,), ce que deviennent Il 
et w,, et par y,, Y, les valeurs numériques que prennent y et Y, 


re ele d 
Vinee Gh = 


PALA 


d’où l’on tire æ par une quadrature; on a ensuite 


mal (x — Yo)° 
X= aie 
On peut, du reste, donner à y, et Y, des none numériques arbi- 


traires. On a par un procédé analogue y et Y. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIL. — Ocrosne 1920. - É 39 
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+ I ee j 
25. Supposons maintenant c= =» c'est-à-dire la courbure de la 


forme 9 = 26,0, nulle. On trouve 


IV ie N 
y= \/ xe a= ve ay; 
1 6/X x’ À hu AY 
RC EM Vite CS EN Rad 
I 


8 
Na TITRE 3 
= -aYtæ ay? ¥"(0)+ ky + kyl, 
I vif Y'+ ty Y'(6) +h x. | 


— 
we 
or 

Sat É 


A= xiyt Fas + 52? X"(0) + 3x + i | , 
4 2 


où X et Y sont des polynomes entiers, respectivement en x et en y, du 
troisième degre, les coefficients de x* ct de y* étant les mêmes. Il entre 
dans ces polynomes sept constantes, mais on peut poser 


z—=hxz+h, X—mhiX, 
— ft + a 
= y +, Y=m—Y, 
Y h,? ta M7 : 


ce qui réduit de quatre unités le nombrg des constantes arbitraires. 
Les équations des lignes de Darboux-Segre sont ici 


da dy 


D JEU ja 
ct celles des réseaux conjugués de déformation projective sont 


dx? dy? 
(hye +) = (hay +R) 


les unes et les autres sont obtenues par des intégrales elliptiques. 
sit J I A , . 
On trouverait, comme dans le cas c 4 5° le système d’équations 


. Dex ‘ by L ’ . 
linéaires auxquelles satisfont les coordonnées homogènes d’un point 
de la surface; en posant , 


‘dz * dy | 
[= =? v= ba 
VX Vv. 
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il s'écrit 


d?9 rx OF Al mel 2 j 
Ont ‘ VASE = Ras = gz X"(0) + kee 4- [= 0 
00, 09 

- VY 5: + [rev 57" Y"(0) + h3y + h, |=. 


Les coeflicients sont des fonctions elliptiques uniformes de E, 7. 
Si la surface (S) est donnée, on obtient par une premiére quadra- 
ture 


HE Jets 
UXY: 2 ) 
puis 
dz d 
IL == mnt H . ae 
1 x" AR ay 


ce qui donne, par deux nouvelles quadratures, les paramètres des © 
lignes asymptotiques et les équations des lignes de Darboux-Segre. En 
Bat du paramètre des lignes de la désigne famille une valeur 
numérique fixe, on a 


(@; )o : nr. 
dr =: = \ = a 
TA AIT 


et l’on a de même y et Y. 


Conditions PR projective de deux surfaces non réglées données. 


26. Plaçons-nous maintenant à un autre point de vue. + Donnons- -nous 
deux surfaces (S) et (2) et cherchons : 


1° A reconnaitre si elles sont projectivement applicables l'une sur 


l’autre ; 
2° Dans le cas où elles le sont, à déterminer-la correspondance 


ponctuelle qui réalise application. 


Remarquons d’abord que, si deux surfaces sont projectivement 
applicables l’une sur l’autre, les invariants projectifs a, B, 1, v ont, 
d’après (15) et (28), les mêmes valeurs numériques en deux points 
correspondants des deux surfaces. Il en est de même pour tous les 
invariants qui en sont dérivés, en convenant d'appeler dérivés d'un 
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incariant | les quantités I, et I, définies par 
di =1,%,+ hoz. 


Remarquons du reste que, d’après (25), » et v peuvent être regardés 
comme dérivés de « et B, puisqu'on a 


a= tp+ 3¥+ a8 —1, 


se 2 4 
B= e+ grt af —1. 


- Cela posé, plusieurs cas sont à distinguer. 


I. Les invariants projectifs « et 8 de la surface (S) ne sont liés par 

aucune relation. — Il faudra alors que les invariants correspondants a’ 

- et B’ de (Z)-ne soient non plus liés par aucune relation. Formons alors 
pour chacune des surfaces les quatre invariants dérivés 


Ay, Say Bi, B2. 


Il faudra, pour l'applicabilté des deux surfaces, que les quatre inva- 
riants @,, %, B,, B: soient, pour les deux surfaces, les mêmes fonctions 
de a, B. . 
Réciproquement, s’il en est ainsi, les deux surfaces sont projective- 
ment applicables et l’on a sans intégration la correspondance ponc- 


tuelle qui réalise l’application. En effet, établissons la correspondance 
ponctuelle définie par les relations 


a = ay OTR Se 


on aura en méme temps 
i «;> 8), A =8,; Ps =6,. 
Or, de | 
da = à 634 + We, da! = a, Q;+ a/,Q,, 
dB = Byw, + Brow, dB'= 6, 2,+ B,Q,, 
on tire évidemment 


Q.=0,, =, 


et par suite la correspondance ponctuelle considérée réalise effective- 
ment l’application des deux surfaces. 


.- à dm en 
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Il est à peine besoin de faire remarquer que nous avons supposé 
particularisé complètement le système de référence mobile attaché 
à chaque surface. 


Il. Les invariants projecti fs à et 8 de (S) sont liés par une relation et 
une seule. — Il faudra alors que les invariants a’ et B’ de (Z) soient liés 
par la même relation unique. Supposons alors, pour fixer les idées, 
que l’invariant « ne soit pas constant. Formons ses invariants dérivés 
a, et a. Il y aura deux cas à distinguer : 


1° Les invariants «, et «, ne sont pas tous les deux des fonctions de x: 
Supposons, par exemple, «, ‘indépendant de a. Nous formerons les 
invariants dérivés de «,, soit «,, et «,,. Il faudra et il suffira alors, 
pour l’applicabilité des deux surfaces, que «,, «,,, «,, s’expriment en 
fonctions de a’, x, de la même manière que %,, %,j, %,.8 expriment en 
fonctions de «, x,. La correspondance ponctuelle qui réalise l’applica- 
tion des deux surfaces est définie par les formules 


a»; CAE 7 


2° Les invariants à, et à, sont des fonctions de à : Il faudra que «’ 
et x, soient aussi des fonctions de «’ et s'expriment en fonctions de «/ 
de la même manière que «, et «, en fonctions de «. 

Réciproquement, s’il en est ainsi, supposons «, £ o et considérons 
entre les deux surfaces (S) et (2) une correspondance définie par les 
équations 
AUS Oh 2, = ws; 
cette correspondance réalise l’application des deux surfaces, car des 
équations précédentes et des identités 

AA = in, + Cade, da' = a, + «, Q,, 
on déduit 
OD Gas 
La correspondance qui réalise l’application dépend donc d’une 
constante arbitraire. 

Il semble que, pour obtenir cette correspondance, il faille intégrer 
une équation différentielle absolument quelconque; or on peut ‘se 
ramener à des quadratures. Cherchons en effet, pour w,, un facteur 
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intégrant de la forme /(x). On a, d’apres (26), 
[ f(a). |= — af («) Loos] +1 (%) a | où 2 [5 


il suffit done de prendre | 
Vers: f 41) De x 


f(a yu: a 


ce qui donne f(x) par une quadrature. 


III. Les invariants project fs « et de (S) sont des constantes. — M faut 
alors que «’ et 8’ soient aussi constants et que les valeurs des cons- 
_tantes soient les mêmes. : 

Réciproquement, s’il en est ainsi, la correspondance définie par le 


système de Pfaff, complètement intégrable, 4 
— = G)j« 
0: — Go 


réalise l’application. Cette correspondance dépend de deux para- 
mètres arbitraires. On peut l'obtenir par des quadratures. 
Supposons d'abord, en effet, x = 8 = 0; alors ona 


fi, oO. bia 0 


de sorte que si l’on détermine sur chaque surface, par deux quadra- 
tures, les coordonnées curvilignes æ, y; a’, y’ définies par 


dx — Gy}; dy — Ge, 
di =, dy'==Q,, 


la correspondance ponctuelle qui réalise l'application est donnée par 
les équations 
Tr ve oe oF 
Supposons maintenant x et 8 non nuls tous les deux. Les formules 
@, = Blo, os], Wy = — &[ a1 6 | 
permettent, par deux quadratures, de poser 


Aer) + si ail, ea, = dy, 


a ht 


SUR LA DEFORMATION PROJECTIVE DES SURFACES. OU! 


et en posant (si x #0) 


I L 2 
Des (ip à 
Arr) 
Ona 
dx dy 
DE ————» 6). = —"— 
ax + By ax +5y 


On obtiendra de même pour (£) deux coordonnées curvilignes 2’, y’. 
La correspondance qui réalise l’application est alors 


r'= ax + bB, Y'=ay— ba 


avec deux constantes arbitraires a, b. 

Remarquons que, dans le troisième cas qui vient d'être examiné, 
les deux invariants et v sont égaux et constants; les surfaces qui 
jouissent de cette propriété ont été examinées plus haut en détail 
(23-25). 

Il peut arriver du reste que des surfaces, sans admettré un groupe 
continu de déformations projectives, admettent un groupe discontinu; 
il en est ainsi, par exemple, des surfaces correspondant aux for- 
mules (54), si l'on prend pour X un polynome tel que + — 1 ou x° — +: 
la surface admet un groupe discontinu de déformations projectives 
isomorphe dans le premier cas au groupe fini tétraédrique, dans le 
second cas au-groupe octaédrique. La transformation «x! = y, y — à 
correspond aussi à une déformation projective, mais qui se réduit à 
une homographie. 


Surfaces admettant un groupe à deux paramètres 
de déformations projectives. 


27. Ces surfaces, d’après ce qui précède, sont celles pour lesquelles 
x et 8 sont constants. On à 


AD By B=Y—:c. 


Si nous nous reportons, dans le cas co, aux formules (52) et (53), 
où «, et B, doivent être nuls, nous trouvons 


Je 20 22001, 
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d'où, sans restreindre la généralité, 
B=a=Vt—26 (co). 


Cela posé, on a les trois cas suivants : 


I. p=v=o, «8 =1. — Dans ce cas on n’a qu’à donner, dans les 
formules (54), aux fonctions arbitraires X et Y, des valeurs cons- 
tantes. On trouve alors 


ews > wey 
HA En is hye 
A= B(a— y)? (kya? + Rx + fs), 


p= a(a—y)*?(ky 77+ ky + fs). 


? 


Cherchons d’abord si les surfaces ainsi obtenues sont toutes projec- 
tivement distinctes. Deux d’entre elles sont projectivement identiques 
si l’on peut passer des fonctions A, ¢ relatives à la première aux fonc- 
tions À, p relatives à la seconde par un changement de variables con- 
servant w, et w,. On voit facilement alors que le polynome 


ky,2z*+ hye + ks 
peut se ramener à l’un des types 


x? + m, 


Les déformations projectives qui laissent la surface invariante sont 
données par des formules de la forme 


æ'=ax + b, J'=ay+b; 


ce sont des déformations proprement dites (c’est-à-dire elles ne se 
réduisent pas à des transformations projectives) si elles ne repro- 
duisent pas identiquement A et o. 

Les surfaces des deux premiers types admettent alors un groupe à deux 


paramètres de déformations projectives proprement dites ; celles du troi- 


siéme type r'admettent qu'un groupe à un paramètre (x'= ax, y — ay), 
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et celles du quatrième type n'en admettent pas. Inversement, les sur faces 
du quatrième type admettent un groupe projectif à deux paramètres et 
celles du troisième type un groupe projectif à un paramètre. 


I. p=v=eH4o, B=2=y1— 2c 0. — Il n’yadans ce cas qu’à 
donner, dans les formules (54), aux polynomes X et Y, la valeur 1. 
On trouve | 

I dx I dy 


ees : 
Vi—2c}—x 


G)y — 


Vie ey’ 
- 2 P 3 
Ar — y) (MERE + hy) + 3° 


cd 


o 
pa a D) hay + hy) + Le. 


La discussion du polynome k, x? + k, x + A, est la même que dans 
le cas précédent et les conclusions sont les mêmes. 


I 
Ds ie == yp = t= 8 =o. — II suffit dans ce cas de donner, dans 
les formules (55), aux polynomes X et Y, la valeur 1. On a alors 


),;—= dz, 62 = dy, 
7 == Kae + Ks p aes ks y + ks. 


On peut toujours réduire les fonctions A et p soit à 


LME, p—=m)y (m0), 
Soil à 
À == ky, 


o —= Kia's 


Les surfaces du premier type admettent un groupe mixte a deux para- 
mètres de déformations projectives proprement dites défini par 
PAT J'=ey+b 


/ ae) Cr), 
L'=EY +a, J'=Ex+b 


celles du second type n’admettent aucune déformation projective propre- 
ment dite, mais en revanche admettent un groupe projectif a deux para- 
metres. 
Les surfaces du premier type s’obtiennent en prenant pour coor- 
données d’un de leurs points quatre solutions linéairement indépen- 
Ann, Ec, Norm., (3), XXXVI, — Ocrosre 1920. = 4o 
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dantes du système d'équations aux dérivées partielles 


a> ae tmx9 
Fe Sst ring ssh 


dy 
Celles du second type ont leurs équations de la forme 


Gn ete he ree (y+ G2 + A+ 4,=0) 


ou d’une forme dégénérée de celle-là. 


CHAPITRE IV. 
LES FORMES DIFFÉRENTIELLES INVARIANTES 9 ET %. 


28. Nous avons vu (14) que, si l’on fait varier le système de réfé- 
rence mobile associé à une surface (S) non réglée, pourvu toutefois 
_ qu’il satisfasse aux relations 


4), ==0, 
(56) )13 == Oa, Ga = Wie 


O2 —° Wy, 611 + Gaz — Gog — O33 == O. Gay —= Oa, 


les deux formes différentielles quadratique et cubique 


9 = 2662," 


Y=oji+o} 


restent invariantes : ce sont des invariants projectifs absolus de la sur- 
face. Ces invariants sont rationnels; quant aux expressions w, et w,, 
elles ne sont pas absolument déterminées, car on peut remplacer res- 
pectivement w, et w, soit par ew, et €?w,, soit par €?m, et ew,, où € est 
une quelconque des racines cubiques de l’unité. 

La forme + égalée à zéro donne les lignes asymptotiques de la sur- 
face; la forme Ÿ, égalée à zéro, donne les lignes de Darboux-Segre. On 
peut remarquer que la forme 9 est, a un facteur numérique constant 
près, le hessien de la forme cubique Ÿ des deux variables w, et «,. 

Ces formes 9 et} posent un certain nombre de problèmes que nous 
allons rapidement passer en revue, parce que certains d’entre eux ont 
un rapport étroit avec la théorie de l'application projective. Remar- 


D a 


VV 


nn 
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quons auparavant que la forme | n’admet qu’un nombre fini de sub- 
stitutions linéaires en w, et w,; ces substitutions se partagent en trois 
catégories, les unes reproduisant la forme 9 (ce sont les six substitu- 
tions dont il est question plus haut), les autres multipliant la forme © 
par l’une ou l’autre des racines cubiques imaginaires de l’unité. On 
peut dire encore que, la forme | étant donnée à priori, la forme 4 est 
déterminée à une racine cubique pres de l'unité. Si l'on porte son atten- 
tion seulement sur l’éguation | =o, on voit que toute substitution 
linéaire qui laisse cette équation invariante laisse également invariante 
l'équation 9 = o. Autrement dit, st deux surfaces non réglées sc corres- 
pondent avec conservation des lignes de Darboux-Segre, la correspon- 
dance conserve également les lignes asymptotiques. 


Le théorème de M. Fubini. 


29. Le théorème qui constitue en quelque sorte la théorie de la 
déformation projective de M. Fubini est le suivant : 
Pour que deux sur faces soient projectivement applicables, il faut et il 
suffit que l'on puisse établir entre elles une correspondance ponctuelle 
Ÿ Bh adhe g 
trans formant le rapport + des deux formes & et | relatives à la premiere 
fe pport + de formes & et 4 ves à la } | 


d 
surface dans le rapport . relatif à la deuxième surface. 


Il nous est facile de démontrer ce théorème. D'abord la condition 
est nécessaire, car si deux surfaces (S) et (2). sont applicables, on 
peut choisir les systèmes de référence mobile associés aux deux sur- 
faces de manière à avoir 


OF bine sn. DE 


3 
21, — oo 01 — Don Qo. — Qoo = Dia — 600 


Si donc lesystéme de référence associé à (S) est choisi de manière 
à satisfaire aux relations (56), celui qui est associé à (2) salisfera aux 
relations analogues; par suite, les formes quadratique et cubique ® 
et W relatives à (2) satisferont à | 


D—2Q0,Q,— 26), m3: 0. Wz 034 D3 = mo: 


21 
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Réciproquement, supposons l'existence entre les deux surfaces 
d’une correspondance ponctuelle telle que l'on ait 


217 


® 9 
Rien n’empéche de supposer que l’on a associé à chaque surface un 
système de référence normal; on aura alors 


= 


23423 wi+oi. 
(2, Q, 4 6), > 


en tenant compte du sextuple choix que l’on peut faire de w, et w,, on 
voit facilement que l'égalité précédente entraine 


= 1, = 
CESR LES 
als Bis f. 


en désignant par « et {’ les coefficients de la forme biquadratique X | 
associée à (2); mais alors on a, d’après (23), 


on en déduit 


Qi, Lx oo = G11 — Boo» Q:, > Que @22— Boo, 


et de plus, d’aprés les équations (56) et celles analogues -relatives 


à (3), 


13 — @ 43, 3 == Os QG: — Gy2 $221 — Gage 


Les conditions d’applicabilité projective des deux surfaces sont donc 
réalisées. 


Les surfaces admettant une forme cubique | donnée à l'avance. 


. 


30. Toute forme cubique qui n’est ni un cube parfait ni divisible 
par un carré parfait peut évidemment se mettre sous la forme 5° +, 
en désignant par &, et &, deux formes linéaires convenablement 
choisies. Les surfaces, s’il en existe, qui admettent pour forme ¢ cette 
forme donnée aI’ avance, se partagent en trois catégories, suivant que 
la forme quadratique 9 est égale à 20,@,, ou 2,0, où 2e°©,0.. 
Les surfaces d’une même catégorie sont toutes applicables les unes sur 
les autres. Il résulte immédiatement de là que les surfaces de chaque 
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catégorie dépendent au maximum de trois constantes arbitraires ; 
mais, en général, s'il y a une surface dans une des trois catégories, 
cette surface est unique, et il est même à prévoir qu’en général il n'y 
aura aucune sur face admettant la forme cubique donnée. Cela tient à ce 
que, si l’on désigne par £ et n deux intégrales premières des équations 
w,—0etw,— 0, on peut prendre 


mi—f(E,n)dé,  w,=o(t,n)dn 


avec deux fonctions arbitraires de deux arguments; il estvrai que l’on 
Peut particulariser / et 9 en remplaçant £ par une fonction de £, et ñ 
par une fonction de n; mais cela ne diminue pas essentiellement 
l'arbitraire des éléments qui entrent dans &, et &,. On peut dire, en 
somme, que la forme cubique © + ©, depend essentiellement de deux 
fonctions arbitraires de deux arguments ; comme les surfaces (S) ne 
dépendent que d’une fonction arbitraire de deux arguments, il est 
évident qu’il n’y a, en général, aucune surface (S) admettant une 
forme cubique 4 donnée à l'avance. 
Les résultats obtenus aux n° 24 et 25 montrent que les formes 
cubiques qui appartiennent à 2 surfaces non réglées sont données 
par l'une des deux formules | 


dans la première, X et Y désignent, si c=o, deux fonctions arbi- 
traires, l'une de x, l’autre de y; et, si c£ 0, deux polynomes entiers 
du sixième degré au plus ayant les mêmes coefficients; dans la 
deuxième formule, X et Y désignent deux polynomes, le premier en x, 
le second en y du troisième degré au plus, ayant le même coefficient 
pour le terme du troisième degré. 


Les transformations de surfaces qui conservent les lignes de Darboux-Segre. 


31. On peut se proposer de déterminer, non les surfaces qui pos- 
sèdent une forme cubique Ÿ donnée à l'avance, mais les surfaces pour 
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lesquelles l'équation différentielle | =o des lignes de Darboux-Segre est 
donnée a l'avance. Si l’une de ces surfaces est connue, toutes les 
autres pourront être mises avec celle-là en correspondance ponctuelle 
conservant les lignes de Darboux-Segre. Réciproquement, la recherche 
des surfaces (Z) qui peuvent être mises, avec une surface donnée (S), 
en correspondance ponctuelle conservant les lignes de Darboux-Segre, 
revient au problème énoncé. Remarquons qu'une telle correspon- 
dance conserve également les lignes asymptotiques. 
Si l'équation différentielle donnée est mise sous la forme 


ws? + tm} 0, 


où &, et &, sont des expressions de Pfaff formées au moyen de deux 
variables indépendantes & et n, il est évident que les surfaces cherchées 
seront données par l'intégration du système de Pfaff 


6)3 = 0, 


(5 ) “O13 = Ga, G23 — G4s 
37 
/ 
Ghi2 = Oh, Di1 + 622 — Dog — Wy3 — 0, Ga = Wa, 
6), — (W,, Do = 1D». 


où les fonctions inconnues sont les paramètres du système de réfé- 
rence mobile associé à la surface et le coefficient ¢. 

Les équations quadratiques extérieures qu’entrainent les équa- 
tions (57) sont, d'après les formules (22), 


| [1 Cove + Ga 2011) |] + | @2( 32 — 10) ] -= 9, 


Loi (432 — 4) | + Los (os: — 20) ] = 0, 
Loi(os: — @29) | SE Los (90 + wt or 2 032) | -= 0, 
(98) M PEN j b 
7 [> (5 -E Ou — Dog — 7 v1) == 0; 


dt a 
| 6)» 7? + Wa. — G)90 -— ere ==, 0, 


. + # vd , . “ye ol . ! . 
où l'on a désigné par a et b les coefficients qui interviennent dans les 
expressions 
wo == b[ a, mw, |, w,-- - alw,w,). 


IL entre dans les formules (58) cing expressions de Pfaff indépen- 
dantes de ,, w, et des premiers membres des équations (57). Il est 


Ee 


tte. 
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donc à présumer que le système (57) est en involution et que sa solu- 


lion dépend de cinq fonctions arbitraires d ‘un argument. 


On peut mettre ces résultats en évidence en écrivant les équa- 


tions (58) sous la forme 


dt b 
E ( 4 Ou ee - 0) | — 0, 
i a 


dt 


a 


b 


b 


b 


gat a 
(+ @:) ar FH Qu W22— 2009 + 31 — Wag + 32 — Go -— JL = 
€ = ia 'HOEENENS a 
(@1+ € @2) re HF O11 G22 — 2009 + E 431 — Gag + E@32 — O49 — pole po 
\ L 


dt _ a ae 
(y+ £74)» ) (3 ai + 6)44 + 622 — 2.000 + £75, Ua re O32 — 6)j9 — 7 Ch = gs) | 


On voit qu’il y a cing familles de caractéristiques, qui sont les deux 
familles de lignes asymptotiques et les trois familles de lignes - de 


Darboux-Segre. 


32. Étant données deux surfaces (S) et (=), peut-on reconnaitre s’il 
existe entre ces deux sur faces une correspondance ponctuelle conservant 
les lignes de Darboux-Segre, et dans Vaffirmative comment peut-on 


déterminer cette correspondance ? 


Supposons qu'on ait rapporté chacune, des deux surfaces à un sys- 
tème de référence normal. La correspondance cherchée, si elle existe, 


sera donnée par deux relations de la forme 
(59) MO, Dose 
qui entrainent, d’après (26), 


dt 
(6o) y + a/Q, = B'Q, STOR) pg — 30), == 0, 


en désignant par @’ et 8’ les invariants projectifs analogues à a et 3 


relatifs à (Z). Cette dernière relation entraine à son tour 


ahs Cu»), — (uv), 


21% 


0 


0, 
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Cela posé, deux cas sont à distinguer : 


1° Si les deux invariants projecti fs 44. et y Perf fs a(S) sont égaux, il 
faudra qu’il en soit de même pour (2). Les équations (59) et (60) sont 
alors complètement intégrables. 1/ y a une infinité de correspondances 


conservant les lignes de EN pare et elles dépendent de trois cons- 


tantes arbitraires. Remarquons que l'équation (60) s'intègre d’elle- 


même par deux quadratures, car aw, + Ba, et x'Q,+ BQ, sont des 
dk a 


différentielles exactes — 3 = 


r - Ona alors 


kt 
t=C+; 


les équations (59), qui prennent la forme 


I 
2 = CF 


G)2) 


I g 
el el 
due k ye 


s’intègrent par des nouvelles quadratures, car chacun des membres de 
ces équations est une différentielle exacte, puisqu'on a par exemple 


(zu) = Bl oes] — Aldku]= Blu] — Lo (as + RTE 


Les x° correspondances cherchées s'obtiennent donc par des quadra- 
tures. 


Remarquons qu’en posant 


I : 
= w= dé fore da, 


l'équation des lignes de Darboux-Segre se réduit à la forme 

(62) dés + dn= 0, 

et les correspondances entre les deux surfaces sont 
E=CE+a, n'=Cn+b:; 


en réalité, ces correspondances sont données par les formules plus 
générales 

E=C&+a, n'=Cen+b ‘ 

E = Cen + a, n'= Cert + bd LEA 
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En particulier, toute surface dont les deux invariants u et v sont égaux 
admet avec elle-même 20° correspondances laissant invariantes les 
lignes de Darboux-Segre. Ces sur faces sont caractérisées par la propriété de 
l'équation des lignes de Darboux-Segre d’être réductible à la forme (62:); 
en Hi. cette propriété entraine l'existence d’un facteur k tel 


I ; PER . = 
que + w, et > w, soient des différentielles exactes; cette dernière pro- 
priété donne 


I 1 1 I 
Zelore2] + 7sloi dk]= 0, 7 #1012 | + prone) 


d’où 
dk 
ch 


= — a0), — Bor. ; 


le second membre étant une différentielle exacte, on doit avoir u =v. 

Ces surfaces ont été appelées par M. Fubini asymptotico-isothermes. 
Elles dépendent évidemment de cinq fonctions arbitraires d’un argu- 
ment puisqu'elles correspondent à une même équation différentielle 
des lignes de Darboux-Segre. Les surfaces qui admettent x? réseaux 
conjugués de FOR projective sont des surfaces asymptotico- 
isothermes particulières. 

2° Si l’on n'a pas ».=v, on ne devra pas avoir non plus w'=— y’. 
L’équation (61), en tenant compte de (59), donne la valeur de 4, 


La correspondance cherchée, si elle existe, conserve donc les expressions 


de Pfaf 


Di= Vu —? YO, D. SVR V6)2e 
On est alors ramené à un problème classique. On formera pour cha- 
cune des surfaces les quantités a et b définies par 
wo, — b[ww; |, D, = — a[w,w: |, 
ainsi que les quantités a,, a,, b,, b,,.….., qui en dérivent : 


da =a, B+ 4 D:, 
db =D; Di + UA D); 
da, = 44,0, + A.D. 
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Si les quantités.a et b ne sont liées par aucune relation, il faudra que 
les quantités a! et b' relatives à (2) ne soient également liées par 
aucune relation"et, pour l'existence de la correspondance cherchée, il 
faudra et il suffira que a!, a,, L!, D, soient les mêmes fonctions de a! 
et b' que a,, a,, b,, b, le sont de a et b. Dans ce cas la correspondance 
est unique et connue sans intégration. 

Les autres cas se traitent de la même manière. 

On peut remarquer ici que les quantités a et b ne peuvent pas être 
constantes toutes les deux. On a en effet 


_ HT MT mr 
pren qe BZ 


M ee VS Arr 
“Fatah Ne 
d'où 
du — dy 


—— = av, + bo: 
a(p—v) 1 2: 


ao, + Bas — 

or le second membre serait une différentielle exacte si a et b étaient 

des constantes, comme le montre le calcul de son covariant bilinéaire, 

et le premier membre ne peut pas l’être, car cela entrainerait p =v. 

On peut déduire de là en particulier que si une surface n'est pas 

asymptotico-isotherme, elle admet au plus avec elle-même ~' correspon- 
dances conservant les lignes de Darboux-Segre. 


Les surfaces qui admettent une forme quadratique + donnée à l'avance. 


33. Nous avons porté jusqu’à présent notre attention sur la forme 
cubique Ÿ. Nous pouvons nous poser sur la forme quadratique 9 des 
problèmes analogues à ceux qui viennent d’être résolus. 

Il n’y a pas lieu de chercher les surfaces pour lesquelles l'équation 
différentielle des lignes asymptotiques soit donnée à l'avance, car cette 
. équation différentielle est pour toutes les surfaces non réglées de la 
même forme 

dé dn = 0. 


Proposons-nous donc de chercher,: s'il en existe, les surfaces 
admettant une forme quadratique 9 donnée à l'avance, forme qu’on 
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peut toujours supposer être 
9 — 20,2, 


où &, et w, désignent deux expressions de Pfaff don nées. Les surfaces 


cherchées s ‘obtiennent évidemment par l'intégration du système de 
Pfaff : 


®; = 0, 
Gy3 = Wa, G23 —— Oh, 
(63) ®i2— 6)4, Wii + G22 — Gog — W33 = 0, Gay = Gps 
\ I : 
®,= lB, Ga =— D2. 


t 


Ce système conduit (cf. n° 31) aux équations quadratiques exté- 
ricures 
Loi (@oo + @22— 2041) ] + [09 (M52 — 10) ]=0, 


Loi (32— 640) ] + [2(@3,;—29)] = 0, 

Loi (os — 29) ] + [2 (9 + w11 — 2622) ] == 0, 
(64) Fou 

&} re + O1 — du btus) | — 0, 


dt. 
G2 ee G22 + Woo + Fu 0. 


_ On voit ainsi | que les surfaces cherchées dépendent de cing fonctions 
arbitraires d’un argument. On peut du reste mettre en évidence les 
cinq familles de caractéristiques en écrivant = équations (64) sous la 


forme 
| dt 
an od + @14— Wyo — btw, — O0, 
dt a 
Da — Os + Boy + =] | = 0, 
QUE t 
#41 (dt 
(64') (Gi— We) Le + O2 — Ou 32 + Oyo + 63, — Wa) | =O, 


ne, ms | 
| (ore G2) { ++ 62 Op — € Ou Giot E2431 — a9 | | = 0, 
2 a 2 
(@, — €? 2) ru + Goo — y — E7632 — G19 + E 31 — Bay) | = 0, 


où € est une des racines cubiques imaginaires de l’unité. 
Sous cette forme, on voit que {es cing familles de caractéristiques des 
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sur faces intégrales sont les deux familles de lignes asymptotiques et les 
trois familles de courbes conjuguées des lignes de Darboux-Segre. 

Étant données deux surfaces (S) et (2), la question de savoir si l’on 
peut établir entre elles une correspondance ponctuelle transformant 
l'une dans l’autre les formes 9 qui leur correspondent est un problème 
classique. Si la courbure de l’une des formes 9 est constante, la cour- 
bure de l’autre forme ® doit avoir la mème valeur constante, et la cor- 
respondance dépend alors de trois constantes arbitraires; cette cour- 
bure se calcule facilemeñt; elle est égale à 2(u+v—1). Les surfaces 
qui admettent x* réseaux conjugués 4 déformation projective s sont les 
surfaces asymptolico-isothermes dont la forme y est de courbure cons- 
tante. 


CHAPITRE V 


L'APPLICABILITÉ DES SURFACES REGLEES NON DEVELOPPABLES. 


La particularisation du systéme de référence mobile. 


3%. Revenons au n° 13, où nous avions réalisé les deux premieres 
particularisations du systeme de référence mobile attaché a une sur- 
face (S) quelconque non développable. Nous avions obtenu les 
relations 


(65) @i3= ®a, G)23 = Gi; 


Git + Gag +: @o0— G3, — Oo, 
ct nous avions été conduits à un invariant absolu 


(66) ) y = 7 12 + 3 Oar 
o . 2 6)1 Ga 


Supposons maintenant qu’on ait affaire à une hives réglée et.que 
les génératrices rectilignes soient les lignes asymptotiques données 
par l” équation 

Wi—0O; 
on aura alors 
as. 0, 
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et l'on pourra supposer, d’après (18), qu’on a 
RQ ie 
Nous aurons ainsi la troisième particularisation du système de réfé- 
rence mobile caractérisée par les relations 


(67) Wia— O, G21 — Wa, 


= ot. 
Nous aurons de plus, par un calcul analogue à celui du n° 15, 


Lo2(ws3— 19) ] pes, 
[ 1 (@32— 10) ] + [oz (@31— 29) | =0, 


[@1(@31— 20) | + Los (Woo + O14 — 2632) ] = 0. 


35. Quatrième particularisation du système de référence mobile. — 
Les formules précédentes entrainent les suivantes : 
go — 10 = a’ ws, 
31 — Do —= a’, +- b' ws, 
Wo9-+ W114 — 2092 = D'ou + c'o,, 
avec 
| [ ca, (da! — 210, + 3a! woe Ws5 ) | = 0, 
[ «, (da! — 2039 + 3a’ wWop— wos) | 
+ [we( db! — 2019 + 25! Wo — @22-+ c'a'w,)| = 0, 
[ w, (db! — 26 + 2b! Weg 0s + c'a'w,)] 
+ FACE 4i@eo+ Och, = a b'c'+ 3a'w,)| = Os 
Une variation infiniment petite du systéme de référence mobile 
entraîne pour les coefficients a’, b', c’ des variations da’, ob’, éc’ 
fournies par 


Bal 2 630 + 3 (€22— 99) a’, 
Ob’ = = 2) + 2 (Cg — €vo) D", 
a dc' = — hes 4- (€22— €00) €’. 


On voit immédiatement par suite qu’on peut choisir le systéme de 
référence mobile de manière à annuler a’, b’, c’. On aura alors les for- 


mules 
(68) 


6)32— Dig = 9, . B31 — Wa9 — O, 


Boot 6j =— 2029 = oO, 
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lesquelles entraineront 


( [2439] =0, 
{ Lors] + [@2649] = 0, 


(69) 


in! 
Loiwi0] — 2[w:020] = 0. 


Le système de référence mobile ne sera pas encore complètement 


déterminé, mais on aura 


Cio = €29 = E30 — 0. 


36. Particularisation définitive du système de référence mobile. -- 
Les formules (69) donnent 


O39 = * Aaa, 
D 19 —  G)y + 2k@», 
ice ka, + Baws, 


avec at 
[w.(da + 4a Goo — 22) | — 0, 
| w, (da +: 4awoo— @2)| + 2[02(dk a ne os —= @a2) | =0, 
oat [w, (dk + 3K 059 — @s2)| as [w.(d3 + 2B ao — @a3) | = 6. 


1° Cas général :k #0. — On peut choisir le système de référence | 


de manière à rendre & égal à 1. On a alors les formules 


®39 —. AG)e, 
Gi0 — AO), + 2Gda, 
(70) 
Dao = — w+ Bors, 
Wy2 — Woo = Aw, + Boa, 


avee quatre invariants fondamentaux «, 8, A, u. 
2° # =o. — On aura dans ce cas 


da + 4 x(eo— x) =0, 
EXC 1 2B Woy — wn)| — Os 


Ce cas se subdivise lui-méme en deux autres : 


a. a0. — Alors on peut supposer choisi le système de référence 
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de manière à avoir « — 1, Ce qui entraine les formules définitives 


39 = Ws, 
e G19 = Gh, 
(7!) 
i W20 = Bas, 
®22— Woo == 0, 


avec un seul invariant fondamental 6. 
b. «=0, 8B £0. — On peut supposer 6 réduit à l’unité avec 


Wto— 0, 


Bog = We, 
(72) 
5 39 — 9, 
6)99 — Doo == hos, 


avec un invariant fondamental À. 


c. «=B=0. — Dans ce cas il est impossible de particulariser 
complètement le système de référence mobile. On a | 


@)49 = @29—= G)39 — O. 


Toutes les surfaces qui correspondent a ce cas sont équivalentes vis- 
a-vis du groupe projectif et chacune d’elles admet un groupe projectif 
à trois paramètres dont la structure est donnée par les formules 


04 = 2[ 61 (@g2— woo) ], 
w = [os ( G22 — Woo) ], 
@y2— Woo = 0; 


Pour avoir ces surfaces, on peut prendre par exemple 


@;= Gis Gg = ats, G22 = Wop — O, 


de sorte que les formules de Frenet généralisées deviennent ici 


aA = di, A,+ dt,A,, 
dA,= dt, A,, 

dA, = dt, A; + dt, As, 
dA,= 0. 
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Ces équations s’intègrent immédiatement et donnent en particulier 
r A=C+ (4+ = B) C+ Cr+ (un+3 al 3) Ca, 


en désignant par C, C,, C,, C; quatre points fixes. On a ainsi les coor- 
données fixes d’un point de la surface en fonction de deux paramètres. 
C'est la surface réglée de Cayley dont l'équation est réductible à | Ja 
forme 
— : 3 
sry — Ga. 

37. Les surfaces pour lesquelles # == 0 sont caractérisées par une 
propriété géométrique intéressante. Cherchons en effet, étant donnée 
une surface réglée quelconque, si les génératrices de cette surface 
appartiennent à un complexe linéaire fixe. La génératrice variable 
* étant [AA, ], le complexe fixe sera défini par la forme géométrique 


a[AA;]+ 6[AA4]-+c[AA,]+/[A.A;]+ g[A:A;]. 
En exprimant que cette forme est fixe, on obtient 
(da + atrg + on + bay + O—f ers, — gus)[ AAI] 
+ (db + boy + os + € + f [AAs] 
LA 2 (de + A Ge + b 63 + C@oo + @33 + So )[A A;] 
+ (af — a @3 + bay + foi + 522 + go0)[ AA] 
+ (dg + f+ CG); + Lou + w33) [A1 A3] + (ec — f) ol A, As] À : À 


On en déduit successivement 


f=e, 
= 
b= ga, 


g(da + 4 @ 99 — 1 4cko,= 0. 


On voit que si # n’est pas nul, il y a au plus un complexe linéaire 
fixe auquel appartiennent les génératrices de la surface. 

Cherchons dans quel cas les génératrices appartiendraient a une con- 
gruence linéaire. Il faut pour cela qu’on ait = o, et cela suffit, car on 
vérifie facilement alors que la congruence formée par les deux com- 
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plexes : 
[ AA; ] + [AA] el [Ai As] = a[ AA] 


est fixe. On a en effet 


AA Ag} Ai A3) = (ou + oe) ([AAS] + [At Aa]) + 204 (CA, Ag] + a[A LD, 
a([Ay A;] + a [A As) = 2:%0), ([AAs] aa iad [Ai Ae]) i (wi + & 33) ([ A1 As] DATE a[ AAs] yi 


Si à est différent de zéro, ce qui correspond au cas a, dans lequel on 
peut supposer « — 1, les génératrices rencontrent les deux droites 


fixes 
[(Ai+ A) (As+ A2)] et [(Ai—A)(A;—A,)]; 


on a une surface transformée d’un conoide par homographie. _ 
Si « = 0, les génératrices rencontrent la droite fixe[A, A | et appar- 
tiennent en outre au complexe linéaire [ AA, ]-+[A, Ag]. 


Le théoréme de M. Fubini. 


38. L’invariant absolu J donné par la formule (66), une fois qu’on 


suppose les relations (65) vérifiées peut, comme dans le cas des sur- 
faces non réglées, être utilisé pour la condition d’applicabilité de deux 
surfaces. 

-Supposons en effet deux surfaces réglées (S) et (Z) applicables, et 
admettons que nous ayons choisi le système de référence associé à (S) 
de manière à avoir les relations (65). Le système de référence associé 
à (2) qui réalise l'application est tel qu’on ait 
Q, = «1, Q.= we, 2Q13= ws, 3 O3, 

Qi: 42, 23) = 0; ; 
on aura done | 

is = S2. G,;,= Qi, : 241 + Que + Qo — Q3,= 0, 
et par suite 


Woy 
D 9 


Réciproquement, supposons qu'il soit possible d'établir une corres- 
pondance ponctuelle entre les deux surfaces telle que par cette corres- 
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pondance on ait 

en 

vo 

’ = : of à } 
nous pouvons admettre qu’on a, pour chacune des deux surfaces, parti- 
cularisé le système de référence mobile de manière à avoir les rela- 

tions (65), (67), (68); on aura, pour toute variation permise de 
l’un ou de l’autre des systèmes de référence, 


801 = (Coo — E11) @y = 2 (Coo — C22) 615 
0), = (€y9 — €22) 2, 

0Q, = 2 (665 — 22) Li, 

JO E= (CAC ENT 


(73) 


Or l'égalité 


D eee Peu) 
® 9 = Q, 6) 
entraine 
Q, = te Ws, Q, uw; 


mais on peut, d’aprés (73), modifier le systéme de référence associé 
à (Z’) de manière à avoir u=1. On aura donc 


Qy== où; De = ws, Qi3= wis, Q35= 3, Qi2= O42, Qu = 09; 


et de plus en prenant les covariants bilinéaires des deux membres des 


deux premières équations et tenant compte de (65), (67) et (68), 


2[ 404 ( sa — og — O22 + 9) |] = 0; 
HU Los (2232 — Xoo — Hae + Woo) |= 0; 
d'où | 
24, — Lo = O22 — Won et Qui Qo = O41, — Wyo. 
Les conditions d’application sont donc vérifiées. 
On ne peut pas ici, comme dans le cas des surfaces non réglées 
ode ok ane Pa À iar d 
ramener les conditions d’applicabilité à celles d’égalité de deux formes 
entières. 


Le système de Pfaff des surfaces applicables sur une surface réglée donnée. 


| 39. Partons d’une surface (S) pour laquelle nous aurons particula- 
risé complètement le système de référence mobile. Les surfaces (2) 


mé 


D dt pr eg mm ge er sm rt mn eos ce 


a 


ND 
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qui admettent une application du second ordre sur (S), sort données 
par l'intégration du système de Pfaff 


Ove G)y, aS Go; = 0, 


(74) Qi; — Dis, Q;3— G33) 
/ 
Gi — oo = Gi — Goo) os — oo = O22 — O05 
Qi. = Or, Qo; = Wo. 


Les deux équations de la seconde ligne entrainent les équations 
quadratiques extérieures 


Los (9233 — Goo — @33 + Woo) ] = 0, 
- [2 (233 — oo — 33 + @oo) |= = 0; 


d’où l’on déduit immédiatement la nouvelle équation de Pfaff : 
(75) 2Q33 — oo = 33 — Woo. 


Les calculs faits au n° 16 se reproduisent ici sans modification et 
conduisent, en changeant au besoin le sommet B, du système de réfé- 


rence attaché à (2), à 
( 923; — Do 31 — 20 


76 
CG | ua — Q 10 — D32 — Wie 


Les équations quadratiques extérieures auxquelles donne naissance 
le système de Pfaff (74), (75), (76), sout 


Loi (Oo -— 10) | = 0, 
(77) [ 0, (o— 30) | + | o2(io— @10)] = 0, 
| @2 (£239 — w30) |= 9, 
sige [ _( 299 — 20) ] == 0. 
On en déduit 
(59) | Lio My == UO, 
D | 5 — G)3q — Ga; 


d’où 
Lo, (du + 4 u 00 — Wea bien.) | = ==; 
[ w.(du = 4 tt woo — a») | pen te 
d’où enfin 
(So) du + 4u( 50 — 32) = 0. 
2 
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Cette dernière équation conduit à son tour à l’équation quadratique 
extérieure 
(81) | u[ ©2030] = 0. 


Cas d'une surface réglée dont les génératrices n'appartiennent pas 
à une congruence linéaire. 

40. Dans le cas général où les formules (70) s’appliquent, l'équa- 

tion (81) donne . 
i u—0. 

Le système de Pfaff, formé des équations (74), (75), (76), (79) (où 
les seconds membres sont supprimés), conduit alors à la seule équation 
quadratique extérieure (78) : 
(78) [ 2 (249 — &29) |] = 0. 


Par suite, il admet une infinité de solutions dépendant d’une fonction 


arbitraire d'un argument; les caractéristiques de ce système de Pfaff 


sont les génératrices rectilignes de la surface (S). 


41. Conditions d’applicabilité de deux sur faces réglées données. — Les 
formules (74), (75), (76), (79) montrent que, si le système de réfé- 
rence attaché à (S) a été particularisé de manière à satisfaire aux 
relations (65), (67), (68), (70), il en sera de méme du systéme de 
référence correspondant attaché à une autre surface réglée (2) appli- 
cable sur (S); de plus, pour les deux surfaces, les trois invariants 
a, À, auront mêmes valeurs numériques en deux points correspon- 
dants. Réciproquement, st deux surfaces réglées sont telles que l’on 
puisse élablir entre elles une correspondance ponctuelle conservant les 
valeurs numériques des invariants %, À, v., ces deux surfaces sont appli- 
cables l’une sur l'autre. On déduit de là les conditions effectives d’ap- 
plicabilité par la considération des invariants dérivés de a, À, uw 
(cf. n° 36). Bornons-nous, sans traiter le problème général, à exa- 
miner les cas les plus simples. 

Les formules (70) conduisent à 

da = hoakon + (4 au — 62), 
th = (re 32) Qi + Age, 


dp = (ha — du — 2) wi + pao. 


ng ne mt 6 


a “mem 
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De là résulte que les trois invariants a, À, % ne peuvent être tous cons- 
tants. 3 


Si x, À, pr étaient fonctions de l’un d’entre eux, on aurait, soit 


ME hos, dp =—920+(C— p2)org, 


1) 
a Ja. 


/ 


soit 


2+ Ca?, = (c'+ 


Dans le premier cas, deux surfaces réglées pour lesquelles C aurait la 
même valeur constante seraient applicables; dans le, second cas, il 
faudrait que les deux constantes C et C/ aient respectivement les 
mêmes valeurs sur les deux surfaces. Dans l’un et l’autre cas, chacune 
des surfaces considérées admet +! applications sur elle-même. 

Si enfin deux des trois invariants a, A, u sont indépendants, par 
exemple x et A, il faut et il suffit, pour l'applicabilité, que uw et A, 
soient pour les deux surfaces les mêmes fonctions de x et À. 


42. La correspondance ponctuelle qui réalise l'application de deux 
surfaces réglées applicables. — Les composantes du mouvement instan- 
tané du système de référence mobile sont les mémes pour les deux 
surfaces, sauf w,, et ,,: on a, en effet, : 


Do Oo = Qa, wy, = tren. 


On voit donc déjà que, si l’on se déplace sur une génératrice recti- 
ligne (w, = 0), le mouvement d'entrainement de () par rapport à(S) 
est nul; cela signifie que a correspondance ponctuelle entre deux génc- 
ratrices correspondantes des deux sur faces est projective. 

Le mouvement de (2) par rapport a(S) est un mouvement à un 
paramètre dans lequel chaque point de la génératrice commune a une 
vitesse nulle; les différents points d’un plan quelconque passant par 
cette génératrice commune subissent une élatton instantanée dont le 
centre est sur cetle génératrice : il y a une correspondance projective 
entre les plans variables autour de la génératrice et les centres des 
élations correspondantes. 

Si l’on sait d'avance que deux surfaces réglées (S) et (Z) sont appli- 
cables l’une sur l’autre, la correspondance qui réalise l'application 
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peut, en général, .être obtenue sans intégration : il suffit de faire 
correspondre les points pour lesquels les invariants x, A, » ont les 
mêmes valeurs. Il n’y a d'exception que si les trois invariants sont 
fonctions de l'un d’entre eux : dans ce cas, la correspondance cher- 
chée s'obtient par des quadratures. 

Si, par exemple, on a (n° 41) 


CN. dp. = — 20,+ (C— p*) oa, 


la correspondance sera donnée par 


ps Be, Sea ast 


or la dernière équation s’intégre par quadratures, puisque l’on a 
Gs, Sa, = 0s 
Etudions d’un peu plus prés cette catégorie de surfaces et suppo- 


sons, pour simplifier, que la constante C soit nulle. Nous pouvons 


poser 
ide. 


On voit alors sans difficulté que la surface est engendrée par le point 
A= P(t) — = p[P"()—9(¢) P(t]. 
où o(7) est une fonction arbitraire de z et où le point variable P(¢) est 


donné par l’équation différentielle linéaire 


d'P d'P , dP NL" 
aa. TOT — 2(9 +2)7 + (9? —¢ Pix on 


La courbe décrite par le point P est manifestement une ligne asymp- 
totique, les autres lignes asymptotiques étant données par l'équation 


I 
——-+ const. 
[- 


L'application entre deux surfaces de la famille précédente est réa- 
lisée par la correspondance ponctuelle . 


d'Æh; l=t+a. 
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Surfaces réglées dont les génératrices appartiennent 
a une congruence linéaire. 


43. Revenons au systéme de Pfaff formé des équations (74), (75), 
(76), (79), (80). Dans le cas des surfaces qui nous occupent, l’équa- 
tion quadratique extérieure (81) est identiquement vérifiée. L’équa- 
tion (80) donne l’inconnue uw avec une constante arbitraire, et les 
autres équations, conduisant à la seule équation quadratique exté- 
rieure 


(78) [ 2 (229 — 629)] = 0, 


admettent une infinité de solutions dépendant d’une fonction arbi- 
traire d’un argument. Il est, du reste, facile de voir que toutes les sur- 
Jaces dont les génératrices appartiennent à une congruence linéaire sont 
applicables les unes sur les autres. Particularisons, en effet, les systèmes 
de référence mobiles associés à deux de ces surfaces de manière à avoir 
pour chacune d’elles les relations (65), (67), (68), et, par suite, des 
rélations de la forme 


‘ J @)39 — AG», 
(82) 10 = AH), 
@29 = Bods. 
Les équations de Pfaff, 
(83) — 2,=0, Q,— 2, Que — oo = 22 — ®o05 


entrainent alors toutes les relations (74), (75), (76), (79), (80). Or, 
on vérifie facilement que le système (83) est complètement intégrable, 
si l’on tient compte des relations (82) pour chacune des deux 
surfaces. 

On voit, de plus, que la correspondance ponctuelle que réalise l’appli- 
cation de deux surfaces données dépend de trois constantes arbitraires. 
Ici, la correspondance ponctuelle entre deux génératrices correspondantes 
n'est plus nécessairement projective. Quand on se déplace, en effet, le 
long d’une génératrice commune à (S) et à la surface () déplacée, le 
mouvement instantané de la génératrice de (Z) n’est plus nul, puisque 
les composantes | 
22% 


G1, Dio, G11 — Wag 
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ne sont pas toutes les mémes | pour les deux surfaces quand on 
fait &, — 0. 


44. Détermination de la correspondance ponctuelle qui réalise l'appli- 
cation de deux surfaces données. — Prenons une surface (S) ; nous 
allons supposer le système de référence choisi de manière à satisfaire 
aux formules 


(65) - 643 = Wa, G23 — Gi; @14 + Gas — Woo — W33 — O, 
et nous formerons la forme différentielle de M. Fubini 


Y __ Orr, 


g 20; 


Soit d’abord une surface dont les génératrices rencontrent deux 
droites fixes et dont on peut supposer l’équation ramenée à la forme 


(84) ; = awh, 


où Z est une fonction de =. Désignons par M le point de la surface de 
coordonnées fixes _ 
RE ANS D 


OM | OM 0?M 


et considérons les points —— = 5 ona 


LE oM OM | 2% À 


Ox O35 0x0: 
et 
M D M x2" @M 
Om dei: dede 
Posons 
A =kM, 
oM 
Ay hi On cin ky, M, 
oM oM 
Tht 3a + kya + keM, 
‘OM oM M 


Ay= hy Os ds rh + AM, 
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avec 


kky kyhy= ge 


On trouve sans difficulté les expressions suivantes des O73 


eS i — ar 5 
TRE Eh? 
” a = À as, 
2 
a ak Ake kiks kg 
RE 7 CU (Re x i) a 
Be 1 ky . (Ask; ky ks ks 
Le A ne ig (fe eB) Fe 
ES. Ay Ay hy i 
inert (7 se met) mi 
ky 
643 i, 45 
ie, ae a EM dt. - ke 
or Sina RE À à pas) 
Pon k: 


k, ks ees 
623 — Gone (Z + 7 jé iar dz 


Les relations : 
@13—= @p, @23 — Gy 
conduisent d’abord à 


kit à 
VAS 


I 7’ 
ks = = kya 73 
la relation : 
tse ET eo sn ou CITE ns W99 — O 


donne enfin, en tenant compte des résultats qui viennent d'être 


> 
ky k= kk, 
ke ke thy Be pee 
hott, 280 Lim 
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On en déduit 


k 
Gi = 7-(de+ 2 FH dz) 
k 
2 = Hé 
mp al 
tk, Bg 
esas ET 7 i 
et, par suite, 
\ 17" 3 gn 
2 ra 
(85) NA RTE 
? 4 oe + bs nF 
x- VA 


Dans le cas d’une surface réglée dont les génératrices appartiennent 
à une congruence linéaire pavabolaghe: surface dont on peut supposer 
l’équation ramenée à la forme . 


(86) ra : y= re+, 
on trouve, par un calcul analogue, 


(87) pO ls Bar 


yt ie wey as 


Posons alors, dans le cas d’une surface er (84), 


| war — 340 Sy 
4 E= log(« VF); dé à ds: 


et, dans le cas d’une surface d’é équation (86), 
E=æ+ 24, n= [VF as. 


La correspondance qui réalise l'application de deux surfaces réglées 
dont les génératrices appartiennent à une congruence linéaire (non 
nécessairement la même pour les deux surfaces) est définie par les 


équations 
Bete +4, n=cen+b, 


avec trois constantes arbitraires a, b, c. 


ee oe 


ee in tie 
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CR) 


Considérons, par exemple, un hélicoide réglé a plan directeur défini 
en coordonnées cylindriques par 


LE Tr COS, 


NE Fein’, 
ea: sho; 
on a ICI 
Z=tang 7; 
7 as 
¢=log—, n=V29 
VA v 


L’hélicoide admet x? applications sur lui-même par les formules 
d=c6 +6, Par. 


On voit bien la nature non projective de la correspondance ponctuelle 
entre deux génératrices qui se correspondent. 

On peut remarquer, du reste, que, dans le cas d’une congruence 
linéaire non parabolique, & est le logarithme du rapportanharmonique 
formé par le point M, le point où la génératrice rencontre une asymp- 
totique fixe (æ VZ'= 1) et les deux points où la génératrice rencontre 
les deux directrices rectilignes de la surface : c’est donc, en un cer- 
tain sens, l’abscisse cayleyenne du point M sur la génératrice dont les 
deux points à l'infini seraient sur les directrices de la surface. Si la 
congruence linéaire est parabolique, E est encore l’abscisse, mais dans 
la métrique dont l'absolu serait formé par un point double situé sur la 
directrice rectiligne de la surface. | 


Les surfaces du second ordre. 


45. Avant de passer aux surfaces développables, nous avons à dire 
un mot des surfates doublement réglées pour lesquelles la forme 
cubique Ÿ est identiquement nulle : ce sont les surfaces du second 
ordre. Elles sont évidemment toutes applicables les unes sur les 
autres, et un calcul facile montre que, pour réaliser l'application, il 
suffit de faire correspondre les génératrices des deux surfaces suivant 
des lois arbitraires. La correspondance dépend ainsi de deux fonctions 
arbitraires d'un argument. — 
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CHAPITRE VI. 
L'APPLICABILITÉ DES SURFACES DÉVELOPPABLES. 


46. Nous n'avons pas ici besoin de particulariser complètement le 
système de référence mobile attaché à la surface (S). Nous ne le ferons 
que dans la mesure où cela sera utile pour l'étude de l’applicabilité. 
Il est en effet possible, comme nous allons le voir, d’ appliquer l'une 
sur l’autre deux surfaces développables quelconques. 

Partons de deux surfaces développables (S) et (£). Nous supposons 
en principe le système de référence choisi, d’une manière déterminée, 
en chaque point de (S) et nous laissons pour le moment, au système 
de référence attaché à (£), tout l’arbitraire possible. La forme quadra- 
tique 


9 — 6)10)13 + Gg a3 


est ici un carré parfait et nous pouvons choisir le système de référence 
associé à (S) de manière à avoir 


(88) Es ie 


6)>3 — Ga; 


il sera toujours . possible de choisir le système de référence associé 
à (£) de manière à avoir également 


x Qy= 0 
(88') ce “13 ’ 
Oh = = Q3; 
mais nous continuerons, cette condition réalisée, a laisser à ce hace 
de référence tout l’arbitraire possible. 
Les équations (88) donnent 


| 2% 42] —=0. 


— [142] + [O32 (@ 9 + i,j 2622) ]=0, 


et les équations (88’) donnent des formules analogues. Il en résulte, 


en particulier, que w,, est linéaire en w, et Q,, linéaire en Q,; soit, par 
exemple, 
On a! Ga. 
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De cette relation, on tire 


! 
| (da — Wo +142 000 + 33 = Wy 2622) | ==10; 


ce qui montre que l'on peut supposer a’ = 0. On peut donc choisir les 
deux systèmes de référence de manière à avoir 


(89) Gi 0, 
(8y') : Qi; = 0, 


et l’on aura alors 


(99) [2419] = 0, [2,2,,] =o, 
avec 
(91) [2 (09 + 533 — 222) ] = 0, Da (00 + 25; — 222.) ] —o. 


Cela posé, supposons toujours lé système de référence associé à (S) 
choisi d’une manière déterminée, mais sous la condition que l’on ait - 
les relations (88) et (89), et le système de référence associé à (Z) 
choisi de la manière la plus générale possible com patible avec les rela- 
tions (88") et (80). 

Les expressions Q;; seront, en dehors des relations (88/) et (89/), 
liées par deux seules relations de la forme 


. 


Qie=e'Q,, Goo + Q33 — 224) = 6! Qs, 
tirées de (90) et (gt); on aura, du reste, aussi 


O0 = Abdo, Boo + 633 — 2 6)22 — Bars. 


47. Cela posé, si nous voulons établir entre les deux surfaces une 
correspondance ponctuelle réalisant l'application de (Z) sur (S), nous 
aurons à déterminer les paramètres qui définissent le systéme de réfé- 
rence attaché à (£) par les équations de Pfaff : 


Ds DS, 
(92) Qu oo = O44 = Dos us — Qe = 6322 — Won 


Qi 
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Ce système entraine les équations quadratiques extérieures 


At 6)20 + 2%2—a’w,)] —'O, 


Los (Qr- — y)]— [on (20 — 5920 + 324 — x's) | Pas 


(93) {a,€2,.— Go — 32+ 2020 + &'— aw, )| == 0, 


où s’introduisent les trois expressions de Pfaff nouvelles : 


Oo — Gag + 2(% ate CHINE 


Que — 2 5 — 632 + 2020 + (æ'— %)a1, Qui — Ws. 


On voit immédiatement, d’après la forme des équations (93), que le 
système de Pfaff (92) est en involution et que sa solution générale 
dépend de trois fonctions arbitraires d’un argument. 

Par conséquent, deux sur faces développables sont toujours applicables 
l'une sur l'autre et la correspondance ponctuelle qui réalise l'application 
dépend de trois fonctions arbitraires d'un argument. 

48. Pour voir quelle est cette correspondance, remarquons d’abord. 
que les équations (88) et (89) entrainent 


dA, = oA + 64,443 


cela montre que le point A, décrit une courbe et que le point A est sur 
la tangente à cette courbe : c’est donc le point de contact de la géngra- 
trice de la surface avec son aréte de rebroussement. Comme ce point A, 
est parfaitement déterminé en position dans le systéme de référence 
mobile, on voit que, dans les deux surfaces développables, les arêtes de 
rebroussement se correspondent. 

* Remarquons maintenant en second lieu que, si l'on se » déplace sur 
une génératrice (w, = 0), les composantes 


. io — iv. Q, — 1, ne rn be 


du déplacement d'entrainement sont nulles; par suite, La correspon- 
dance ponctuelle entre deux génératrices correspondantes des deux Sur- 
Saces est projective. 

Ces deux remarques suffisent pour la résolution du problème. Soit, . 
en effet, ¢ le paramètre qui définit les génératrices, et, sur chaque géné- 
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ratrice, soit 4 un paramètre projectif devenant infini au point de con- 
tact de la génératrice avec l’arête de rebroussement. Soient de même 
r'et w’ les coordonnées curvilignes définies d’une manière analogue sur 
la seconde surface. On aura 


i= f(t); 


de plus, siz reste constant, wu’ sera une fonction homographique de u 
telle qu'à u = x corresponde wu’ = +; on aura donc 


u'= u 9(t) + (2), 


et, d’après l’indétermination de la correspondance, il faut que /(¢), 
o(t) et }(z) soient trois fonctions arbitraires de t. 
On peut encore définir la correspondance en faisant correspondre, 
suivant une loi arbitraire, tes points de Varéte de rebroussement de (x) 
aux points de Varéte de rebroussement de (S); on peut alors faire corres- 
pondre à deux courbes (C,) et (C.) données sur (S) deux courbes arbi- 
traires (T,) et (T,) tracées sur (2). Si P et Q sont deux points correspon- 
dants des deux arêtes de rebroussement, st les génératrices menées par ces 
deux points rencontrent respectivement les courbes (CG) CC) AE) 
et (T,) en P, et P,, Q, et Q., la relation entre deux points correspondants 
M ct N des deux génératrices sera . 
(MP P,P.) =(NQQ:Q)). 
Rien ne s’oppose, du reste, a ce qu’une des deux surfaces soit un 


cone, l’aréte de rebroussement se réduisant au sommet du cône, les 
génératrices du cône correspondant suivant une no arbitraire aux 


génératrices de l’autre surface. 


Le plan. 


49. Nous avons laissé de côté le cas du plan, que l’on peut regarder 
comme caractérisé par la propriété que la forme quadratique ¢ © est 
identiquement nulle, ou encore par la relation 


@) 3 = W23-— 0. 


Cherchons quelle est la correspondance ponctuelle la plus générale 
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réalisant l’application projective du second ordre d’un plan sur un 
autre plan. Remarquons pour cela que les équations 


Qu = Qoo= Gy1 — Goo 


Gus — oo = 623 — Woo, 


. conduisent aux relations quadratiques extérieures 


Len (So — w30)] = [2 (L210 — 10) ] = 0, 
Los (Go — ao) | = [2 (220 — @20)] = 0; 
d’où 
: io — Dio, 


Go = 520. 


Dans le mouvement projectif d'entrainement du plan (£) qui réalise 
son application sur le plan (S), on voit que les huit composantes 


d 2Q,—o,, 3 — 0», 


Qu oo (On — Go)» Qs, — Quy — (CS — Woo), 
is — 62, Qs; — 1, 
' io — wo so — 6020 


sont toutes nulles; par suite, le plan (2) reste fixe; autrement dit, la 
correspondance qui réalise l'application du second ordre de (&) sur (S) 
est projective, 


CHAPITRE VIT. 


L'APPLICABILITÉ DU SECOND ORDRE DES HYPERSURFACES 
DANS UN ESPACE PROJECTIF A » 24 DIMENSIONS, 


L'indéformabilité des hypersurfaces non développables. 


50. Nous allons môntrer d'abord que si une hypersurface an — 1 


dimensions de l’espace à x 2 4 dimensions n’est pas développable, elle 
n'admet aucune déformation projective du second ordre. 


ly, 
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Les équations fondamentales (9) 


f QF =a, Erne eee 
2, = 0, 
(9) { Qi ip (ETS HET), 
| Qi — Qo = Ov44— wo (f=150555,'n)— 1), 
Q;j = w;; | (EF: BJ =1,...,N—1): 


qui donnent les hypersurfaces (2) applicables sur une hypersurface | 
. donnée (S) conduisent en effet aux équations quadratiques extérieures 


Coin (Qn = 50 — Onn + oo) | —0, 
k=n—t1 
— [a;( io — wi) ]— bi Cox (ro — Oxo) 1 + Loin (Qui — Oni) =O, 
k=1 


(4,7 =1, 4-4, n—1), 


b= fej (Qio~ 10)1 + Cerin (Qnj— On) ] =O. 


Nous pouvons, sans restreindré la généralité, supposer que la forme 


quadratique : LA | 
P = 1 Win + Oi@on +. + Wp_1 in 


relative à l’hypersurface (S) a été ramenée à une somme de carrés, de 


telle sorte qu’on ait 5 
| ‘Gin = EiG);. 


Les dernières équations (94) montrent alors que Q,;, — w;, ne peut 
dépendre que de w,; | 
: Qin — win .Uj@;, : HE 
et l’on a 
5 e;[ ;(2,;— ni) ] — 0, 


[ w; ( yo ; + en; — nj) | = 0. 


Désignons par les lettres à, 7,... ceux des indices 1,...,2—1 pour 

lesquels ¢ n’est pas nul, et par les lettres «, B, ... ceux pour lesquels 

e est nul (s’il y en a). On voit tout de suite que, pour ces derniers 
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indices, u, est nul. On a de plus 


|. on (Sn oe Oni) | == 0, 


: u; a 
| 6); (a, — Oyj + = »/) | = 0, 
ni j 
uy ‘| 
[ue na + Fri us) | == OD, 
i 


Si trois au moins des coefficients <; ne sont pas nuls, on à 


s . À : di a. . 
c’est-à-dire que tous les coefficients — sont égaux entre eux; mais en 


4 


Ul; . . . 
remplaçant B, par B, + —B,, ce qui est permis (n° 4), l'expression O,, 
a £ 


est diminuée de u;w;, ce qui montre qu’on peut réduire à zéro tous les 
coefficients u;. Si deux seulement des coefficients ¢ ne sont pas nuls, 
il yen a un au moins qui est nul (à cause de nm — 123) et par suite on a 


i 
Qu — Da —= —* pris he ie — @a, 


et l’on arrive à la même conclusion. 


Donc si deux au moins des coe fficients ¢ sont différents de zéro, c'est-à- 
dire si la forme. est réductible à une somme de deux ou de plus de deux 
carrés indépendants, on peut supposer choisi le système de référence. 


mobile associé à (=) de manicre à adjoindre aux équations (9) les sui- 
vantes : : 


Do A (i= the trail 


_ 


(99) * 


—- 


Qn Oni (hi Us mi) 
et, aussi, d’après les premières équations (94), 
(96) un — oo = Gyn — Do. 


Les équations précédentes entraînent alors l’équation quadratique 
extérieure | wee » 
Loi (S2n9 — Wno)] = 0 
_qui entraine elle-même 


(97) Qo wné. 
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Les composantes du déplacement infiniment petit des systèmes 
mobiles attachés aux deux hypersurfaces (S) et (2) étant les mêmes, 
ces deux hypersurfaces ne différent l'une de l’autre que par leur position 
dans l’espace. Autrement dit, une hypersurface non développable n’admet 
pas de déformation du second ordre dans un espace projecuf à n =! 
dimensions. UE. 

Nous avons admis implicitement que la propriété de la forme qua- 

_ dratique 9 d’être un carré parfait caractérise les hypersurfaces dévelop- 
pables, définies comme enveloppes d’une famille d’hyperplans dépen- 
dant d’un paramètre. C'est qu'en effet si l’on considère l'hyperplan 
tangent [AA,...A,_,], défini analytiquement par les déterminants 
formés avec les coordonnées des points A, A,,..., A,-,, on a 


di AA; ST AT = Oin[ AA, Ap sae Ag or Oni,n[ À Ai. . Agee Rgds 


Par suite, le nombre des paramètres dont dépend I’hyperplan tangent 
estle nombre de celles des expressions w;, qui sont linéairement indé- 
pendantes, c’est-à-dire le nombre des carrés indépendants dans 
_esquels peut se décomposer la forme quadratique 9. 


La déformation des hypersurfaces développables 
dans l’espace à quatre dimensions. 


ol. Nous allons maintenant examiner en détail le cas des hypersur- 
faces développables, et nous nous bornerons à traiter le problème pour 
l’espace à quatre dimensions. | é 

Voici à quel point de vue nous allons nous placer. Partons de deux 
hypersurfaces développables données (S) et (£); nous allons : | 


1° Chercher à reconnaître si elles sont applicables l’une sur l’autre ; 
2° Dans l’affirmative, déterminer la correspondance ponctuelle la 
plus générale qui réalise l'application. 


La forme quadratique ¢ étant, pour chacune des hypersurfaces, un 
carré parfait, on peut déjà choisir les systèmes de référence mobiles de 
manière qu'on ait 


23 [ D = Wy Wy, G2 Wa, + 693 @3, == 405. 
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c’est-à-dire | 

; - f Wys — 0; 
(98) sf ! as 0, - 


Si ce choix est fait pour (S), le système de référence correspondant 
associé à (2) devra satisfaire aux conditions analogues 


| S,,= 0, 
(98) 2,,=0, 
23,= 2,, 


_ce qui est toujours possible, I’hypersurface (=) étant développable. 


Les équations (98) conduisent aux équations quadratiques exté- 
_Tieures 


eo à Lis] 0, 
(99) - | Los @33]— 0, 
Los (4, + Woo — 23a) ] — [01013] — [223] = 0. 


On aura donc, en particulier, des relations de la forme : 


(100) | @i3— C03, 


( 23 bws 


et des relations analogues pour (2). Si (S)et(£) sontapplicables l'une 
sur l’autre et si l’on a choisi les systèmes de référence mobiles corres- 
pondants, les coefficients a et b seront les mêmes pour les deux hyper- 
surfaces en deux points correspondants. 

Or les équations (99) conduisent aux équations 


[ws(da — Wyo + A Wop — Wy; — FW, + d'u + abw;)| a 0, 


[w,(db — 30 — Way + bo00— Wez + abu, + b'w2)] 0, 


qui montrent que, pour toute variation du système de référence 
mobile, on a j 


da = C49 + (11 — Co) a + C498, 
ob = @g) + la + (ez2 — €o0) 5; 


autrement dit, les coefficients a et b subissent une substitution 
linéaire (non homogène) arbitraire. On peut donc supposer a = b = 0, 


2 


ee alten diam ile remote 
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et cela-pour chacune des deux hypersurfaces (S) et (Z). On aura, par 
suite, | 


(101) @i3—= 0, | 
| ; Gas — 0; 
-(101') | 2i;= 0, 
: l $2,,== 0, 
avec 


[ @3( ou + Wo9— 2 33) ] = 0, 
' (102) —— t [@36010] =0, 

[ @3 29] = 0; 
| [825 (S244 + Lio — 22233)] = 0, 
f [2,2,,]=09, © 
( (92; 9,0} 0: 


(102') 


52. Cela posé, si l’on suppose choisi le système de. référence 
associé à (S) [de manière toutefois à satisfaire aux relations (98) 
et (101)], la détermination du système de référence correspondant 
associé à (Z) [en laissant à ce système tout l'arbitraire compatible avec 
les relations (98’) et (1o1’)] revient à l'intégration du système de 
Pfaff : 

[| i= or, 2, =o, 2; = ws} 
ii — oo — O11 — Hoo, 


ss — oo = We — Doo, 


j 
ad 233 — oo = W3s— B03 | 
is = 12 222, = a1 3- 

5p M2 3 p= Ogg sa — 642. 


Ce système conduit aux équations quadratiques extérieures 


2 Cou (So — 610) ] + Los (L229 — 20) ] + [ws(S30 — 39) ] = 0, 
Loi (S49— 0) ] + 2[ 03 (230 — Wo) ] + [3 (230-30) ] = 0, 
[1 (So — uwo)] + Los (10 — 630)] + Los (2 239 — 243 — 2030 + @43)] = 0, 
: (104) [w2(Qyo— 40) ]=09, 3 
| [41 (So — 20) ] — 0, 
Los (Qu — 44) ] — [01 (Se — 50) ] = 0, 
[ ws (R42 — 2) | — [2 (2so— w30)] = 0. 
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Les relations (104) montrent qu’on doit avoir 


Go = Oho; 


(105) 


ge = Bane 


Or les deux derniéres relations (102) montrent qu’on a 


- (106) | gee: 


Ban — b' as, 
avec 
[ «3 (da! + A 2.699 — 44 — @33— b's») | == 0; 


| w3(db!— a'oai + L'20959 — 522 — w33)] == 0. 


Les coefficients a’ et 6’ subissent donc, pour toute variation du sys- 
teme de référence, une transformation définie par 
nial 


da! = (ei, + €33-— 2€99) a’ + €120', 


6b’ = €3,.a' + (632 + €33 — 2 E00) 8’, 


c’est-à-dire une substitution linéaire et homogène arbitraire. Il y a 
donc lieu de distinguer plusieurs cas. 


53. Les hypersurfaces enveloppes d'un hyperplan contenant une droite 
Jixe. — Supposons d'abord 


(107) aS "Oo, c'est-à-dire @ip == Où OF 


Si ces relations ont lieu pour l'hypersurface (S), elles devront avoir 

lieu, en vertu de (105), pour l'hypersurface applicable (2). Elles sont 

caractérisées géométriquement par ce fait que l'hyperplan générateur 

[AA, A, A;] passe par une droite eae En effet, les relations (98), 

(ror), (107) entrainent | 
d'A 641 A, + ia À», ‘ 


aA. a A, + Goa 4 


x 


ce qui montre que la droite [A,A,] reste fixe en position. Récipro- 
quement, si l'hyperplan [AA,A,A | passe par une droite fixe, cette 


droite fixe sera contenue dans le plan caractéristique de cet hyperplan : 


orona : 


aA A Ns VI OL AAMAS] + Of AM ALAS] + os[ AAA Ay] 
ouf, Mahal 


hé 
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Le plan caractéristique cherché est done [AA,A,]. D'autre part, la . 
droite caractéristique de ce plan s'obtient en calculant 


AT AAI Ag} =0,[A, AA 


c'est donc la droite [A,A,]. Si cette dernière droite est fixe, c'est 
que dA, et dA, ne dépendent que de A, et A, c'est-à-dire qu'on a les 
relations (107). 

Dans ces conditions, les équations (103), qui définissent la corres- 
pondance, si elle existe, qui réalise l'application de (S) sur (2), 
conduisent aux seules équations quadratiques extérieures 


4 


Los (239 — w39)] = 0, 

| 3 (22,5 — 43) ]=0, 
Los (241 — 41) ] — [on (230 — w30)] = 0, 
| os (Q,, — @3s)| — [ 2 (Qs Ps 1] aa 


(108) 


Par suite, deux hypersur faces dont chacune est l'enveloppe d’un hyperplan 
dépendant d’un paramètre et contenant une droite fixe sont applicables du 
second ordre l’une sur l'autre et la correspondance qui réalise l'application 
dépend de quatre fonctions arbitraires d'un argument: . 

En ce qui concerne cette correspondance, on peut déjà remarquer 
que si l’on se déplace sur un des plans générateurs [ AA, A, |, le mou- 
vement instantané de (2) par rapport a(S) est nul grace aux formules 
(103) et (105) : la correspondance ponctuelle entre deux plans géné- 
rateurs est done projective. On démontre sans difficulté que si l’hyper- 
surface (S) est engendrée par le point variable 


EU Pe a ie ry. 
oti C, et C, sont deux points fixes, P(z) un point mobile décrivant une 
courbe plane, et si l'hypersurface (£) est engendrée de même par le 
point mobile 
D wi B=Q(l)+ aD, + e' Ds. 
les formules qui réalisent l'application des deux hypersurfaces sont 
| (= f(0). 

w—(au+ be)g(t)+ 9(2), 

Tir p'—(a'u + bv) Z(t) + Ve), 
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avec quatre fonctions arbitraires /(1), 9(t), Y(t), 7(Z), et quatre cons- 
tantes a, b, a’, b'. 


54. Revenons aux formules (106) et supposons maintenant les coef- 
ficients a’ et b’ non nuls tous les deux. On pourra alors supposer ces 
coefficients réduits à o et 1, et l’on aura 


1 08 PATES: 
{ ®20= 3, 
avec les relations analogues 

Qo= 0, 
8! Le 
ae ( ro =. 


On en déduit les relations quadratiques extérieures 


[302] 0, 

Los (2 6000 — 32 — W33)] = 0 

et a 
[2322] — 0; 

[223 (2299 — 222 — Q33)] — 0. 


On pourra donc poser 
612 = @" 3, 


2 Goo — G32 — 433 = D'O3, 
avec les relations 
[o,(da’ + A" Woo + D3s— O41 — @;) |= =; 
[u,(db” — 043+ 3039 — 302 + A" We, + 5" 600 — 33) | = 0: 


On pourra toujours supposer b” nar quant à a”, on pourra le sup- 
poser égal à o ou à 1. Il y a donc une nouvelle classification à faire. 


55. Les hypersurfaces développables dont le plan générateur passe 
par un point fixe. — Supposons d’abord a” nul; si cette propriété 
appartient à (S), elle devra appartenir à (£). Elle exprime géométri- 
quement que le plan générateur [AA, A, ] passe par un point fixe 

En effet, si a” est nul, c’est-à-dire si l’on a 


6)42 = 0, 
Ona 
dA,;= 41 Ay; 
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et, par suite, le point À, est fixe. Réciproquement si le plan [AA, A,| 
passe par un point fixe, il en est de même de sacaractéristique [A , A,]. 
Or on a, d’après (108), 


a[ Ay Ax] = (6414 622) [Ay Ae | + os[ Ay A]; 


le point caractéristique de la droite [| A, A,] est donc An S1 ce point est 
fixe, c’est qu’on a w,, — o. 
Cela posé, supposons qu'on ait 


. =O 
(109) Gi2 DE 
“2 G)99 — G29 — G33 — 0; 
Mais 0 
(109) ) 12 ? 
| 22g Q,.— oe 0 
avec 


[os (os — 3 Gag + 32) ] =0, 
| 2; (2,;— hee ae 3Q,)] =o. 


La correspondance, si elle existe, qui réalise l’application de () 
sur (S) est donnée par l’intégration du système de Pfaff 


| Q, = wi, Q,= 0, 3 = ws, 
. (110) © Qi, — oo = ©13 — Hoo; 8232 — oo = 692 — Woo, 
| oi = Wat, Qi = ws, Ge = 032. 


Il conduit aux équations quadratiques extérieures 


me \ Los (30 — 53)] = 0, 
(trs) | Los ($241 — O41) | — [1 (239 — w39)] = 0, 
\ Los (82,2 — 42) | — Los (8259 — 639)] = 0. 


Par suite, deux hypersurfaces développables, dont le plan générateur 
passe par un point fixe (hypercônes), sont toujours applicables et la cor- 
respondance ponctuelle qui réalise l'application dépend de trois fonctions 
arbitraires d’un argument. 

- La correspondance est analogue à celle qui réalise l'application de 
- deux surfaces développables de l’espace à trois dimensions, qui peuvent 
du reste être regardées comme les projections des deux hypersurfaces 
données sur deux hyperplans fixes. 

Ann, Ec. Norm., (3), XXXVII. — Déceusne 190. A 45 


354 E. CARTAN. 


56. Les hypersur faces développables à aréte de rebroussement propre- 
ment dite. — Venons enfin au cas général. On aura les formules 
3 ( x G12 — 6)3, 
An. | 2090 — W22— W33— 0; 
L 2,,=Q;, 


30 20 — Gr — Q3,; = 0 


avec . 

(113) | [ @3(@o9-+ G92 — Gy3 — W33)] = 0, 
> , | Los (043 — 3030 — wai + 30: )J=0 
et 


(13) LEE 2 — Qi — 233)]=0, 


[23(2,3— 3 39 — Qu + 3Q, )] = 0: 


On tire en particulier des formules (113) 


Goo + We2— @11 — W33== a" ws 
avec 
[w;(da” — O3 + 2030 — 20e + a" Woo — 33) | ai: | 


ce qui, en tenant compte de (113), donne 
[os (da” — 39 — 3 91 + 30, = a" Woo — &33) | = 0. 


On peut donc supposer a” = o. On aura par suite 


(114) Woo + We2— W11— W33— 0, 
(1147) oo + Dre — 3 — sys = 0 
avec 

(115) Los ( @39-+ ORS pany ory 
(115') [23 (259+ 3 2,,— 32,)]=0. 


_Le système de Pfaff qui donne, si elle existe, la correspondance 
ponctuelle qui réalise l'application de deux hypersurfaces dévelop- 
pables données (S) et (2) sera 

Q, = w;, Q, = ws, Q;= ws, 
(116) } Qi — Goo = Di — woo, 
Qu = W915 


Qs = Os1, Qs, = Ggse 


—— sn ver 


PP 
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Il conduit, en tenant compte de (1 15) et (115’), aux équations quadra- 
tiques extérieures 
(117) {Loi w41)] =o, 
: ( [3 (2y2— wy.) ] = 0. 
Par suite, deux hypersurfaces quelconques (S) et (E) sont toujours 
applicables et la correspondance ponctuelle qui réalise l’application 
dépend de deux fonctions arbitraires d’un argument. 


_ 97. On peut, par un calcul que nous omettons, déterminer effecti- 
vement la correspondance qui réalise l’application. Supposons que 
l’aréte de rebroussement de (S) soit engendrée par le point mobile H(2), 
le facteur arbitraire qui entre dans les coordonnées projectives de ce 
point étant choisi de telle sorte que le déterminant [HH’H’ H"H"] soit 
égal à l’unité, et soit 
A=H"(t) + u H'(4) + v H(e) 
le point qui engendre l’hypersurface (S). Soit de même 
B=K"(t’) + u' K'(¢t’) + o' K(@) 


le point qui engendre (£), en supposant [KK’K” K"K"] = 1. La corres- 
pondance qui réalise l’application des deux hypersurfaces est définie 
par les formules 


i= f(t), 


gettin 3 


; ro I 9(t) _ fw 

“Fen aol 
ret) f(t) BFL) 
CRT NET ET ee Wak OF 


où /(2) et o(¢) désignent deux fonctions arbitraires de z. On constate, 
ce qu’on pouvait prévoir a priort, que la correspondance ponctuelle 
entre deux plaus générateurs correspondants est projective. | 
On peut toujours en particulier réaliser une application de (Z) sur(S) 
telle qu’une courbe (T) de (£) vienne coincider avec une courbe (C) 
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de (S). La courbe (C) est en effet déterminée par deux fonctions wet ¢ 
de £, la courbe (1°) par deux fonctions u’ et v’ de z’. Si alors on pose 


da. 4 as Me (1 

D = EG Are e  UEE le 

la fonction ¢’ = /(t) est donnée par l’équation différentielle du troi- 
sième ordre 


Pipe Sp 
Gy + SEP) = FE) 


et la fonction 9(¢) par l'équation 


g(t)=u" 


ze sige 
HO) 


La forme de l’équation différentielle en / (2) montre que, les courbes — 


(C) et (T°) étant choisies, on peut définir paramétriquement les arêtes 
de rebroussement des deux hypersurfaces de manière que la réalisa- 
tion la plus générale de l'application cherchée soit obtenue en prenant 
pour 4’ une fonction homographique arbitraire de ¢. 


ne mt aires dr qie) unit 


not ot tes cha 


LA THEORIE DES SOLIDES EY LES QUANTA 


Par M. Léon BRILLOUIN. 


CHAPITRE PREMIER. 


GENERALITES. 


a. Expose. — La théorie des solides a fait l'objet de très nombreuses 
recherches durant ces dernières années. La plupart des auteurs ont 
introduit des considérations de quanta. Une étude plus approfondie 
nous prouvera que cette notion est loin de jouer un rôle aussi primor- 
dial qu'on l'a supposé ; mais elle a mis sur la voie de modes de raison- 
nements particulièrement appropriés à l'étude des solides. Je montrerai 
que la plus grande partie des résultats obtenus peut se déduire, en 
toute généralité, de la mécanique et la thermodynamique classiques, 
appliquées à ces types de raisonnements. Les quanta permettent alors 
de préciser la forme des résultats généraux, et avec succès d'ailleurs, 
car l'expérience vérifie les formules ainsi établies. 

La nouvelle théorie des solides et liquides se base sur les idées géné- 
ales suivantes : Dans un solide (ou un liquide), l'élément fondamental 
simple, sur lequel il est commode de raisonner, c’est l'onde élastique 
en propagation à travers le milieu. Dans la théorie cinétique des gaz, 
on choisit comme élément primordial la molecule, en mouvement de 
translation uniforme, et l’on raisonne sur les vitesses, libre parcours, 
de ces molécules. Dans le solide, il est impossible de considérer une 
molécule indépendamment des voisines, par suite de leurs réactions 
mutuelles intenses, Il sera done mal commode, pour analyser l'agita- 
{ion thermique, de considérer Les moléeules isolément, Le mouvement 
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élémentaire simple, suivant lequel l’analyse est pratique, c’est l'onde 
élastique. Au point de vue des propriétés thermiques, un corps solide 


est caractérisé par les deux vitesses de propagation V, et V,, des ondes : 


longitudinales et transversales. Ces ondes peuvent avoir toutes les fré- 
quences inférieures à une certaine fréquence limite, celle de l’onde 
dont la demi-longueur d’onde est égale à la distance moyenne de deux 
molécules (nous donnerons plus loin des précisions sur cette défini- 
tion). Un liquide est caractérisé par une vitesse de propagation V, des 
ondes longitudinales. 

Dans ces conditions, le problème se pose sous une forme tout à fait 


analogue à celui du corps noir: une enceinte vide est parcourue par : 


des ondes électromagnétiques de vitesse V, l'étude d’une répartition 
isotherme des intensités entre les différentes fréquences est le pro- 
bléme classique du corps noir; aucune fréquence limite n'est à 
introduire. Au lieu de suivre la voie tracée par les auteurs précédents, 
je me propose, dans cet exposé, d'étudier extension, aux ondes élas- 
tiques du corps solide, des propriétés thermiques classiques du rayon- 
nement du corps noir. La théorie des quanta n’interviendra, comme dans 
le cas du corps noir, qu’à la fin de exposé, pour préciser la forme 
de la fonction indéterminée de Wien. Enfin j'introduirai une notion 


nouvelle, celle du libre parcours moyen des ondes, qui permet d’étu- 


dicr les problèmes de déséquilibre, tels que la conduction de la chaleur 
ct la viscosité des corps. Ce dernier problème n’est d’ailleurs pas résolu 
encore de façon satisfaisante. 


b. Formules d’élasticité. — J'utiliserai, en général ('), en élasticité, 
les formules écrites au moyen des deux coefficients À et u. Je résume 


. . . . . bg . 
ici les principales notations. Le déplacement D(D,, D,, D.) définit la 
déformation. La dilatation cubique 4 s'écrit 


bg sh 
(1) 6— dix D, 


(1) LAMÉ, Leçons sur la théorie mathématique de l’élasticité, »° édition, Gauthier- 
Villars, 1866. — Love, Treatise on the math. theory of elasticity. Cambridge Univ. Press. 
— Bouasse, Traité de Physique, vol.1, p. 120. Plusieurs auteurs prennent pour les glis- 
sements la moitié des expressions ci-dessus, on se méfiera des confusions possibles. 


= — alll 
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les glissements y,, y,, Yz valent 


oD oD 
2 A = à Pt 
(2) FAT 


la densité est b ; l’invariant du deuxième degré, I: 


Ah ne of Bde? on,.\?2 ODNFi4} I it 
ny = (Te) + (Se) + (Gey + be ne te 
L’énergie potentielle d’une déformation est U : 

(4) ui ff (A6+ ap) de dy ds. . 


Les équations de propagation des ondes peuvent s’écrire de la facon 
suivante : séparons dans le déplacement D un terme D, irrotationnel 
et un terme D, sans divergence 


> 


AT, 
D=D, + D, 
Je peux écrire que D, dérive d’un potentiel P : 
| oP 


(5) rot D,=0, D,= grad P, (A+ 22) OP pe — 0, 


L’équation en P est l’équation de propagation des ondes longitudinales 
avec une vitesse V, : | 


(6) ee A+ 2p. 


+ — 
Pour D, et son rotationnel R, je trouve les relations 


+ — —> 

divR =o, rotD,=R, 
fr) = a OD. 
re = D 
div D —0, protR = -- re 


Ces équations, analogues à celles de Maxwell en électromagnétisme, 
indiquent une propagation des ondes transversales avec une vitesse 


Ve= E $ 
p 


Pour les déformations élémentaires, de trés courtes longueurs d’onde. 
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qui formeront les ondes élastiques thermiques, il semble logique 
d'employer les coefficients A et p que l’on obtient en supposant les 
molécules immobiles, à leur position de repos; ces coefficients seront 
fonction seulement du volume spécifique du corps, ou de sa déforma- 
tion d'ensemble, mais indépendants de la température T. Dans une 
déformation élastique lente, telle que nous savons en créer, on observe 


au contraire des coefficients moyens À, & obtenus en tenant compte 
de l'agitation thermique, et par conséquent fonctions de T. 


c. Fréquences propres d'un volume solide. Vibrations longitudinales. 
— Le calcul des fréquences propres d’un volume a tenu une place toute 
particulière dans les premières études (') sur la théorie thermique du 
corps solide. Je rappellerai brièvement les résultats, sur un cas très 
simple, analogue au calcul de Jeans (?). Considérons (*) un solide de 
forme parallélépipédique . 


or ls, DSK, oms<l,; 


et choisissons des conditions, à la surface, qui impliquent l'isolement 
thermique du corps. Il faut que les forces superficielles ne travaillent 
pas; on y arrive, en particulier, en supposant les déplacements nor- 
maux nuls; les déplacements tangentiels quelconques; les forces tan- 
gentielles nulles; les forces normales quelconques. 

Une vibration propre longitudinale se met sous la forme 


D,=:gradP, 


P étant le potentiel des déplacements 


TRY 


rmr 3 
(8) Li Omen (é) cds sh cos —;*- COS ~ 5 (m, n, p entiers). 
2 4 


rs — ES OR cm 


CP. Dee, dun. der Physik, 4° sévie, t. XXXIX, 1012, p. rok. 

(2) J.-H JEANS, Phil. Mag., 1. X, 1905, p. 91. On pourra, pour le détail des calculs, se 
reporter au très bon exposé de la Thèso de E. Bauer, n° 4474; Gauthier-Villars, Paris, 
Wyte. : 

(*) GonpurmMen, Pars. Zeitschr., 1, XIV, Totd. p. HIS CU 1188. — 1, Weve. Math. 
Ann, t. LXXE, 1916, p. rat. 
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On vérilie facilement que les conditions de surface sont remplies et 
l'équation de propagation (5) fournit 


(9) Smnp — DynpCOSATYL 
avec 

ar f ay Aly (pr? 
oe FIGE ES +(7)> 


® étant un coefficient d'amplitude arbitraire. 
Le mouvement étudié est celui des ondes stationnaires que produi- 
rail, après réflexions sur les plans limites, une onde plane de para- 


: ‘i min 
mètres directeurs —, — 2. 


Les énergies potentielle U et cinétique T de ce mouvement s’écrivent 


À M an ‘rn\? rp\?|? 
] — V2 7 pele es cae Psd ik 3 
oe Ove (i) +R) + (3) [eben 


pp _M[/nrm\! (na? 2] ., 
ss rae (ae) Cr) + (2) tien 


le point désigne la dérivée en 2. 


SES I eg eV. ; 
Le coefficient se réduit à gs l'un des nombres m, n,pestnul, ou à 


eat van A é 
; Sideux des nombres, ñ,p sont nuls. Tout mouvementirrotationnel, 
4 


satisfaisant aux conditions limites imposées, peut, par une triple 
décomposition en série de Fourier suivant æ, y ets, s‘analyser comme 
une somme de termes de la forme indiquée ci-dessus; ce sont les 
vibrations longitudinales propres du volume. 
> x > 
d. Vibrations transversales. — Le déplacement D, et le rotationnel R 
d’un tel mouvement se développeront de facon analogue au cas précé- 
dent : 


| +: Timer TRY T ps À 
1 Dis = dzsin ——— cos —— cos m,n,p entiers), 
(13) j Dix à 14 la ls ( La ) 
{ TMU . TN pees) ae 
) R,==ry,cos——— sin ain 
à l l [A 


Ann. Ke, Norm., (3), XX XVII. — Décewnne 100. 46 
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Appliquant à ce cas les équations (7), on trouve 


m n m n Se 

(14) damp dy A 7 = 0, ald iad DIS FREE 
a En La, TP 
Ge re = de 7, dy Ti 


Et la dernière équation fournit la fréquence y des mouvements 


CT OOO. 


Ces expressions correspondent à deux types de mouvements indépen- 
dants, tous deux de fréquence y; si je prends en effet les d comme 
' paramètres, la relation (14) montre que deux de ces trois paramètres 
sont indépendants. Ce sont les deux polarisations possibles. Les éner- 
gies cinétique T et potentielle U s’écrivent 


(17) T= À (A+ d+ dt), 
(18) veve5n| (7) +(4)+(4) | (di -+d3+d?). 


. . 1 , se i 
Ici encore le coefficient — se réduit à = 


I . 
7 gou;siunou deux des m, n, p 


sont nuls. 


e. Nombre des degrés de liberté de fréquence donnée. — A chaque 
groupe de valeurs entières m, n, p correspondent un degré de liberté de 
vibration transversale et deux de vibrations longitudinales. Cherchons 
les vibrations longitudinales dont la fréquence est comprise entre y 
et y + dy. D'après (10), la condition s'écrit 


vo) ev[( (2) (Dear 


+ . . . . m 
Considérons un espace à trois dimensions £ = TN = =, = 2. La 
: 1 2 


Er > es) oe 


ee LE 


(24) dy, — 
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densité des points (m,n, p entiers) dans cet espace est J, /,/,. Les iné- 
galités ci-dessus ncus définissent, dans l’espace En, la portion de 
calotte sphérique comprise, dans le premier octant, entre les rayons 


mL. ay Var aa 
(20) D i RTS ee TS ap a 
Je note U la vitesse de groupe 
. Ÿ 
(21) RER EUR I y av 
Wak UT ad HENAOS OY ae 


dans le cas qui nous occupe, on a d’ailleurs U = V puisque V est indé- 
pendant de v. Mais les calculs de fréquences propres, rappelés ci- 
dessus, s’appliqueraient aussi aisément à des problèmes plus com- 
plexes, pour lesquels V dépendrait de v, et U différerait de V. 

Le volume de la portion de calotte sphérique s’écrit donc 


(22) dt = 3 4nptdp = 


-Siv est assez grand, on peut admettre, approximativement, que le 
nombre des points (m, 7, p entiers) compris dans ce volume est 
donné par 

I 1 4rvdy 

23 AR = —— dt = —— —— » 

> Toe rier uy 

Rapportons-nous à l’unité de volume du solide, en posant /,/,/, =1, 
et nous trouvons, pour le nombre des degrés de liberté de fréquence v 
(a dy près), 


Anv? 8rv? 


DU ees AVE 


l'indice / se rapporte aux vibrations longitudinales et l'indice # aux 
vibrations transversales. Le calcul est en tout point semblable, pour 
ces dernières, mais à chaque groupe m,n, p correspondent deux 
vibrations possibles, avec deux polarisations différentes, ainsi que 
nous l’avons remarqué plus haut. 


24 | 


364 | | LÉON BRILLOUIN. 


CHAPITRE II. 


PRINCIPE DE MOINDRE ACTION ET THERMODYNAMIQUE. 
FORMULE DE BOLTZMANN. — INVARIANT ADIABATIQUE. 


Je rappellerai dans ce Chapitre quelques propriétés thermodyna- 
miques très générales des systèmes périodiques. 

_ Ces raisonnements sont très anciens, puisqu ‘ils remontent à Clau- 
sius et Szily (*) (1871-1872) et aux premières discussions théoriques 
sur le principe de Carnot. On connaît mal, en général, ces théories, 
le développement des interprétations statistiques de l’entropie les 
ayant fait un peu oublier. Je montrerai qu’on peut y retrouver les 
éléments de démonstrations importantes, telles que la loi de Wien, et 
l’invariance adiabatique de l’action (de Maupertuis). 


a. Principe de moindre action de Hamilton. — Je suivrai l'exposé de 
Boltzmann (?) sur ce sujet. Considérons un système composé, par 
exemple, de n points matériels, chaque point étant défini par ses trois 
coordonnées æ;, ¥;, 3, .... Je suppose le mouvement assujetti à un 
certain nombre y de liaisons, qui s'expriment par les relations sui- 
vantes : ; 

b1(21, NATL Cin Ti Kny ta) = Ay, 
(1) Fal si Yeti En; Yn3En) = ke, 


Ey (25 Yi 51, se.) Buy Vny Sn) = ky. 


Dans le mouvement considéré, les §,, &,, ..., E, gardent des valeurs 
constantes déterminées (pee Saget ae 


O57 > ie Ra So a RR NE DE EU à 2 =: 


(1) Cuaustus, dan. der Physik, t. CXLII-CXLIV, 1851; t. CXLVI, 1872 (analysé J. de 
Phys., t. 1, p. 72); t. CL, 1873 (analysé J. de Pins, t. II, 1873, p. 108). — Sziny, 
Tbid., t. CXLV, 1872 (analysé J. de Phys., t. I, p- 339). 

1 Je renvoie à BOLTZMANN. — Prinzipe der Mechanik, vol. Il, J.-A. Bantu, Leipzig, 1897. 

Les passages principaux sont : Sur le principe de moindre action, p. 24, 115, 139 et 152, 
et Sur les systèmes cycliques et analogies thermodynamiques, p. 162 à 212. — BOLTZMANN 
note p les coordonnées et g les moments. J'ai cru devoir reprendre ies notations inverses, 
qui sont les plus courantes actuellement. 

loir aussi P. EHRENFEST, Ann. der Physik, 1. ul, 1916, P- 346. 


a ee ee 
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Je rapporte le mouvement à s coordonnées généralisées g : 


| VE (215 11515 sey Lny Yns2n) = 41) 
q2 (21) 1531, as Env ¥ny Sn) = Qa, 


Re ae a 4 


FSV aga ee Cas Yar Bn) = Ti 


Je suppose que les v valeurs des £ et les s valeurs des g définissent 
entièrement une configuration du système, c’est-à-dire que les x,, y,, 
VON Yn» 3 peuvent s'exprimer, par inversion des relations ci- 
dessus, en fonction des g et des 4. 

Considérons donc un mouvement, assujetti aux liaisons ci-dessus, 
et défini par les coordonnées g. Soient Q, la force correspondant à une 
coordonnée g, et T l'expression de la force vive be systéme. J’appelle p, 
le moment relatif à la coordonnée gq, : 

2 OF 
= dr 

Je veux étudier deux types de mouvements entre — instants 4, 
Oh Eas : 

‘Le premier est le mouvement naturel du système, sous l'influence 
des forces Q. Les valeurs initiales des coordonnées étant 


0 


« # Gives. nee Giese 40q8 
et les valeurs finales | 
7 HERO | CE D 


le second mouvement, que j’appellerai mouvement varie, est un 
mouvement arbitraire, où je suppose que les coordonnées g et les 
moments p aient des valeurs un peu différentes de celles qu’elles 
prennent dans le mouvement normal. Soient à chaque instant Ôg,, ¢q,, 
dp les écarts des valeurs entre le mouvement naturel et le mouvement 
varié. | 
. . Orgy oF : 
La variation oT de la force vive s écrit 


(3) ai Pr our Zion noi - OF hi 
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Formons la variation de l’intégrale d’action de Hamilton : 
ts 4 oT: 0 3 
, = == ] RE ? 
@ a= ( T+> Out) a= fay [prèn+ (55, + Qn) 392 | 
une intégration par parties nous donne 


tu ig : 
a Pr0gndt = [progr]; -f{ D dqudt, 
t t 


portons cette valeur dans l’expression de 6A 
ite, oe ; app, OT t, 
(5) - oA =). fia (- RE + Gn =i Qs) O9n = LPnôgn];. 


Mais, en vertu des équations de Lagrange 


à : apy, oT By! 
(6) Sige Poe © 


chacun des termes de l’intégrale est nul à chaque instant, puisque. 


le mouvement initial est le mouvement naturel. La variation de l’inté- 
grale d’action se réduit donc a 


(5 bis) oA «y [Paôqu1". 
h 


Si les états initial et final sont les mêmes pour le mouvement varié 
que pour le mouvement naturel, la variation SA s’annule. Le mouve- 
ment naturel correspond donc à une valeur stationnaire de l'intégrale 
d’action A. 

Si les forces Q dérivent d’une énergie potentielle V, 


Qu=— => 
l'intégrale d’action, au sens de Hamilton, prend la forme 


i 
At) A=—| Hd 
avec 4 


(7 bis) H=T—V=a2T—E, 
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E étant l’énergie totale 
Es Tee Ve 


Notre relation s'écrit done 


ty 
= f SH dt = Sail". 
À 2 [ps qn ls 


b. Action au sens de Maupertuis. — Si on limite les variations, en 
Supposant que le mouvement varié et le mouvement normal corres- 
pondent à la même énergie totale E, on voit aussitôt que la variation 
d'action, entre les deux mouvements s’écrit 


ty ¥ ty 
oA =o E Hdi 20 f T dt. 
ti ty 


C’est cette derniére intégrale 
2 [Ta 


qui avait été, au début, appelée action, et à propos de laquelle avait 
été énoncé le principe de moindre action. La force vive étant une 
forme quadratique homogène, on a 


=Pn di =2 T, 
(1 


d’où l’on tire 
ty 


ty 
shhiDdés= f Spidqi. 
et, to 

Tant qu’il s’agit uniquement du principe de moindre action, il 
importe peu d'utiliser cette définition restreinte, pourvu qu’on 
n'oublie pas de considérer des mouvements variés pour lesquels 
l'énergie totale E reste invariable. 

Mais s’il s’agit d'évaluer l’action elle-même, comme on le fait dans 
les nouvelles théories des quanta, l’équivalence ne se maintient 
plus et c’est, en fait, la définition de Maupertuis qui convient. 

Je prends, par exemple, le cas d’un oscillateur linéaire ; soit un 
point matériel de masse m, se mouvant sur une droite, et rappelé 
24% 


368 LEON BRILLOUIN. 


vers un point O par une force proportionnelle à la distance. Si rest la 
période des oscillations, l’action sur une période est nulle, car ona 


: : LÀ ie 
frs] Vdt=< f E dt. 
0 0 2 0 


Mais l’action, au sens de Maupertuis, n’est pas nulle : 


af Tata f Eu. 
0 0 


Écrire que l’action est un multiple entier m d’un quantum / aura 
un sens dans le deuxième cas (action de Maupertuis) et donnera 


E= mA 


qui est la relation classique de Planck. 


c. Généralisations. — On peut généraliser les variations du second 
mouvement et ceci de plusieurs facons. Nous avons supposé jusqu'ici 
que le mouvement varié obéissait aux mêmes liaisons que le mouve- 
ment initial. On peut aussi étudier le cas d’une petite variation des 
liaisons. 11 faudra alors traiter les £,, £,, ..., & comme des coor- 
données généralisées ordinaires. On supposera que, dans le mouve- 
ment initial, on a appliqué à ces coordonnées des forces &,, &,, ..., By 
telles, à chaque instant, que les coordonnées Ë restent constantes 
durant tout le mouvement, avec les valeurs # imposées. 

Les forces appliquées sur les £ se composeront des forces dérivées 
de l'énergie potentielle V et des &. Les équations de Lagrange s’écrivent 
donc . 
(8) - F5) ogg mt (¢=1,2 ) 

at OE; dE, Of, i =1,2,...,V). 

Moyennant l’existence de ces forces E, qui sont, au sens physique, 
nécessaires pour assurer les liaisons supposées, les coordonnées & 
peuvent jouer un rôle absolument analogue aux autres coordonnées q 
et nous pouvons leur imposer des variations arbitraires 6& dans le 
mouvement varié. Les termes aux limites disparaissent, pour ces 
coordonnées, puisque dans le mouvement normal les vitesses (et 
moments) relatifs à ces coordonnées € sont nulles. 


LE . 


ES 


ous don ee ee 
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Notre équation s'écrit alors 


t t 
(9) hese Hatt +f Ed [pyôqul" 
: Cat 2 1 2 É * 


lo 


les limites de temps étant les mêmes, on a d’ailleurs ici 


Jappelle toujours H la quantité (7 bis) 
H=T—V =sT —E, 


mais A n’a plus la valeur donnée par (7). 
Je peux encore généraliser le mouvement varié et supposer qu'il 
s'effectue non plus entre les instants 4,, t,, Mais entre deux instants 


un peu différents 
oa ty + Jo et ¢,-+ dt,. 
J’ai alors 


un ti 
(10) oA of H dt a SE sede 
to a : 
(+60, 


1 
> » ee: ye 

—| dHadt +H,3,—Hydt+ f DETELA 

SA Ÿ to +6ly ÿ 

Dans ce calcul, j’applique les règles de variation des limites des 
intégrales et je néglige, comme étant du second ordre, tous les doubles 
produits en | 

OH, Oto, OH,dt,, ddl, ddl. 


J'obtiens donc, en tenant compte des relations (9), 


(11) 5 F0 = [prdgnli+ H, 04, — Ho dtp. 
h 
Dans le premier terme, il convient d’introduire aussi les limites 
t, + ot, et t, + Ot,. Ceci se fait aisément. 
Ona vane 
[99h lrrèr —= [og Mer Gh los * 


D'autre part, T étant une forme quadratique homogène, 


D praqn= aT, 


A 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXVI. — DécEMBRE 1920, os 47 
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d’où 
(12) pa [Pr Panta = Dy Cpaôqn le + 2[T; ot — Tod/o]- 


Portons ceci dans notre relation (11) et nous trouvons 


(13) BA =— Edy + Eydty +S [paôgu la 
h 


C’est la formule générale que nous donne le calcul de variation de 
l’action, en passant d’une trajectoire normale à une trajectoire voi 
sine. Nous avons supposé des variations de l'intervalle de temps et 
des liaisons. 

Ce résultat peut se mettre sous une forme un peu différente. La 
variation d'action s'écrit, en effet, — 


> 


+ 6%, 


ate 4464, 
(io A = 5 f Hat + f ZE ak de, 
t ty 


je suppose toujours que les liaisons et le potentiel V ne contiennent 
pas le temps explicitement; le mouvement normal se fait à énergie 
totale E constante, d’après lintégrale des forces vives, et j'écris 


li vel th ty 
(4) ô Har=3 f GT—E)dr=5 f aTat—5 f Edi 
LA 4 pr PA | 


4, ! 
aT. rai f GE di — E, ot, + Eyl. 
ty 


lo 


Ceci ne fait intervenir que les formules classiques sur les accrois- 
sements des intégrales, quand argument et limites varient. Portons 
les relations (14) dans notre formule générale (13) écrite plus haut, 
et nous aboutissons à la condition suivante : 


ti sl fr cts 
) a) Ë = DF 2e ™ OL; 14084, 
(3) aaf raz flore f Leia + Versden cee 


Ulg+ Ely 


Cette formule est à peu près celle de Boltzmann (‘). J'ai simplement 


(') BortzMann, loc. cit., p. 139 (éq. 223). 


ia? 


ee ty 
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introduit explicitement la variation des liaisons — que Boltzmann 
négligeait — et ceci nous simplifiera beaucoup la suite de l'exposé. 


d. Cas de réduction. — Les cas intéressants sont ceux où, par suite 
de circonstances particulières, le dernier terme de la formule dispa- 
rait. Boltzmann note les divers cas suivants : 

1° Cas A. — L'état initial et l’état final sont les mêmes dans ie 
mouvement normal et dans le mouvement varié. C'est Le cas le plus 
ordinairement considéré pour l'application du principe de moindre 
action. 


2° Cas B. — Le mouvement initial est un mouvement périodique 
de période +, le mouvement varié est aussi un mouvement périodique 
de période + + x. Les coordonnées g reviennent à leurs valeurs ini- 
tiales, les moments p et les écarts ¢g aussi, pourvu qu'on prenne le 
mouvement initial pour une durée d’un nombre entier de périodes 


U— to= N7 (N, entier) 


ct le mouvement varié sur un intervalle de temps 


t,-+ di — 4) = N(t + Oz), Gifs SNe. 
Les termes limites disparaissent complètement. 


3° Cas C. -- Cas orthogonal. On suppose qu'aux deux limites ¢ = 7, 
et£=t,,onait 


Zprdqn= 0. 

ES Es 

C’est dire que, dans un espace a7 dimensions, les deux vecteursp et 6g 

soient rectangulaires (en 4, et en £,). , 

Par exemple, pour chaque molécule, si g,, q:, 73 sont les coor- 

. = Pees Per a id 

données rectangulaires æ, y, 3, on prendra un déplacement initial cD 

perpendiculaire à la valeur initiale de la vitesse ¢ et de même à l'ins- 
tant final £,. Fg 

- 4° Cas D. — Enfin, un autre cas est signalé plus loin par Boltz- 


mann, le cas d’un mouvement cyclique, c’est-à-dire d’un mouvement 
dans lequel chaque molécule en mouvement est, dès qu'elle quitte 
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une position, remplacée aussitôt par une autre molécule ayant même 
vitesse. Ce sera, par exemple, le cas d’un liquide en mouvement, 
pour lequel la vitesse en chaque point géométrique est une donnée 
indépendante du temps. Si les écarts 2g sont aussi donnés en chaque 
point, avec mème valeur à l'instant initial et à l'instant final, les 
termes aux limites se compensent. 


5° Cas E. — Nous exposcrons plus loin le cas quasi périodique. 


Dans tous ces cas, notre relation (15) s'écrit 


lo+8ly 


A er 1,464, 
(16) 23 f Tat =f 3E.dt— DETTE 
rs lo 


_ et la variation de l'intégrale en H est, d’après (10) et (13), 


Mr 1,466, À 
(19 af Wde=— f DS Edt — B,8t, + Ed. 
re +20 F 
e. Analogies thermodynamiques. — Boltzmann, commentant les 


résultats de Hertz et Helmholtz, s'attache à démontrer les analogies 
que présentent les propriétés des corps cycliques avec les lois thermo- 
dynamiques. Les raisonnements sont assez durs à suivre et peuvent 
se résumer de la facon suivante : 

Nous considérerons le mouvement non varié du corps comme 
constituant un certain état thermodynamique, l'état n° 1. Les coor- 
données g sont les coordonnées microscopiques du corps, coordonnées 
inaccessibles à nos moyens d'observation. Les paramètres = (ou liai- 
sons) sont les grandeurs macroscopiques que nous sommes capables 
d'observer ct mesurer. L'énergie totale E nous est aussi connue. Tant 
que ces grandeurs restent constantes, c'est-à-dire se comportent 
comme des liaisons, le système, en évolution libre, nous apparaît 
comme un corps au repos, à température constante. 

L'état n° 2 est constitué par le mouvement yarié, qui correspond à 
des valeurs un peu différentes des paramètres macroscopiques et de 
l'énergie totale. : 

Quels sont la quantité de chaleur à fournir ct le travail recucilli, 


TR 


th bride dns au 
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lorsqu'on fait passer le corps de l’état [41] à l'état [2]? Tel est le pro- 
blème à résoudre. | 

A un instant déterminé £, je peux, en appliquant des forces conve- 
nables sur chaque molécule du système, faire passer brusquement le 
corps de l’état de mouvement 1 à l’état 2. A cet instant, l'écart 
entre les énergies totales des deux systèmes est SE. Le travail 


(grandeur macroscopique) que l’on recueillerait de cette transforma- 
tion serait 


(8) 66 =— WE, dE, 


v 


L'énergie que devraient fournir les forces spécialement appliquées 
sur les molécules serait donc 


(18 bis) 3  ÀQ — dE + 06. 


Je note comme quantité de chaleur cette énergie ¢Q, qui serait 
fournie par des forces appliquées à toutes les coordonnées microsco- 
piques du système. 

Une telle transformation brusque, à un instant 2 déterminé, est 
irréalisable pratiquement. Je vais supposer que la modification se fait 
progressivement et dure det =¢, at =1,.. 

Ceci se précisera de la manière suivante : 


Je suppose que pendantunintervalle de temps dz, latransformation se 
dt 
t,— ti 


fait, d'une fraction - C'est-à-dire que les coordonnées macrosco- 


piques Ë varient de 

Le - «di 

0 ’ 
t,— lo 


de telle sorte que le travail recueilli pendant ce temps dt soit 


dt 


(19) | si ce HT 


De méme les forces microscopiques (forces de chaleur) agissant 
sur les molécules seront telles que la chaleur fournie soit 


dt 
t;— by 


(19 bis) ~~ d8Q=6Q 
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Les quantités 2, 3e, 6Q sont des fonctions du temps? (elles ne sont 
pas constantes pendant l'intervalle ¢,¢,); il en est de même des quan- 
tités relatives à la transformation progressive ci-dessus. Au temps 4,, 
où commence cette transformation, le corps était dans l’état n° 4, et 
au temps 1, + 6t,, le corps a atteint l’état de mouvement n° 2. Je 
supprime alors toutes les forces auxiliaires, et laisse les paramètres ¢ ë 
au repos. Le travail recueilli pendant cette transformation est 


; 14-64, 
(20) fa iow f ae dt. 
nt), 


La chaleur fournie est 


174i, 
(ao bis) ag = fai = x al LOF. + 0a] de. 
ré 


On voit aussitôt que les intégrales mises en évidence sont, à des infini- 
ment petits près, celles même que le principe de moindre action nous a 
permis d'évaluer. Et il vient, d’après (15), 


tear, 6 h i 
En) (n= 6)AQ= f ik +e das f Tde—Stprdquyre 
“lo v ota h 


Telle est la formule générale de Boltzmann pour le calcul de la 
chaleur fournie AQ pendant une transformation progressive ('). 

J'ai beaucoup abrégé les raisonnements assez touffus de l'auteur. 

Les cas intéressants, pour l’application de la formule, sont les divers 


cas de réduction A, B, C, D, E, cités plus haut. Boltzmann les discute 


en détail, surtout le cas périodique ct le cas cyclique. Ce dernier cas 
montre des analogies frappantes avec les propriétés d'un corps ther- 
modynamique, l'énergie cinétique T jouant le rôle de la température. Je 
- n'insisterai pas sur ces discussions. Au point de vue des probabilités, 
le cas cyclique est un cas de dégénérescence; toutes les configurations 
microscopiques internes du corps étant indiscernables entre clles, les 
calculs de probabilité sont inapplicables, cet état du corps représen- 


2" 


(1) BourzManNx, loc. cit., p. 181 (formule 247). 


LA THEORIE DES SOLIDES ET LES QUANTA. 355 


tant la certitude. On doit donc retrouver par des considérations de 
mécanique pure les lois macroscopiques du corps. 


J. Cas périodiques. Loi de Wien. — Je reprerdrai de près l’étude 
d'un système périodique. Je suppose que la durée #, — 4, soit égale 
à N périodes + du mouvement initial, et la variation de durée 67, égale 
à Nôr, or étant la variation de la période +. 

Pour passer de l’état 1 à l’état 2, la chaleur fournie sera 


2 


AQ — NE 


L'énergie cinétique moyenne étant définie par la relation | 


Ceci s’écrit donc . 
(22) AQ — =A(7T). 


Cette relation très curieuse obtenue par Boltzmann contient, ainsi. 
que l’a montré Fôrsterling ('), la démonstration de la loi de Wien 
sous une forme d’une extraordinaire généralité. 7 

Introduisons la température absolue ©, par sa définition thermo- 
dynamique, c’est-à-dire comme facteur intégrant de AQ; © devra 
évidemment être de la forme 


(23) @ = <f(:T), 


f étant une fonction arbitraire quelconque. Si ¢ est la fonction 
inverse de f, nous en tirons 


| i eu ge 
(23 bis) T= £9(70) =9F (5) 


L’énergie cinétique moyenne d’un mouvement périodique de 


(1) K. Fénsrertinc, Ueber die thermodynamischen Gcsetze periodischer Bewegungen 
welche dem Prinzip der kleinsten Wirkung folgen (Ann. der Physik, Bd 47, 1915, 


p- 1127. 
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. “ ie s , Là 4 \ 2 
période 7 [fréquence vs =| est, à température © donné, égale à v fois 
. . . = y ‘ 
une fonction arbitraire du rapport 3: Pouvons-nous conclure que la 


fonction arbitraire F est une fonction universelle? Ce serait un peu 
rapide. Tout ce que nous pouvons affirmer, c’est que, pour toute une 
classe de mouvements de même catégorie, capables de se transformer 
les uns dans les autres par une lente variation des paramètres, les 
mêmes fonctions /, 9 ou F régiront les ‘aloe thermodynamiques 
de tous les systémes. 

_ Supposons en particulier que ces systèmes vibrants soient les degrés 
de liberté d’un volume d’éther électromagnétique. Le nombre dt des 
degrés de liberté dont la fréquence est comprise entre v et v + dv est, 
pour un volume de 1°", égal à [c/f. Chap. I, formule (24) 


V étant la vitesse de propagation des ondes et U la vitesse de groupe. 
La densité d'énergie A De de ces ondes s’écrira donc, à tempé- 
rature 9, 


¢ 8rv y 
(24) pein d = Tsk (5) 


La densité d’énergie totale p serait double de celle-ci puisque, pour 
les ondes électromagnétiques, l'énergie potentielle est en moyenne 
égale à l'énergie cinétique. 

Cette formule représente l'expression de la loi de Wien pour ie 
rayonnement. 

Pour un corps liquide, capable de propager seulement des ondes 
longitudinales, on trouverait une formule analogue. | 

Pour un solide, il semble qu'il y ait lieu de prévoir deux fonctions F 
différentes, relatives, l’une aux ondes longitudinales, l’autre aux 
ondes transversales; une étude plus détaillée des conditions d'échange 
d'énergie entre ces deux types d’onde (voir Chapitre suivant) montre 
que l’on doit écrire 


(24 bis) p.dv = Am, F(5) dy 
: l 


| 
| 
| 
| 
: 
| 
| 


EE 
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pour les ondes longitudinales et 


pour les ondes transversales. : 

La fonction F est la même dans les deux formules. 

Cette démonstration très intéressante rapproche donc la loi de Wien 
du principe de moindre action, et montre la portée extrêmement 
générale de cette loi (‘). 


g. Pressions de radiation. — La formule (22) mérite un examen plus 
approfondi. Elle se développe ainsi : | | 


(22) aQ=2(4T+T2), 


1° Pour augmenter l’énergie d’un système périodique, sans changer 
sa période, il faut fournir une énergie double de l'accroissement 
d'énergie cinétique. Ceci est un fait classique pour les vibrateurs à 
fréquence constante. 
5 r modifier la période d’un systi 5 h fe 
2° Pour modifier la période d'un système, sans c anger sa force 
vive, il faut fournir une énergie (quantité de chaleur). 


10e 2TA logr. 


Cette chaleur peut servir, dans des systèmes périodiques quel- 
conques, à une augmentation de l'énergie potentielle moyenne, en 
même temps qu’elle compense le travail recueilli sur les paramètres 
macroscopiques. Dans le cas particuliér d’un système vibrant où l’on 
ait 


EVE 
5 2 


(1) La suite du travail de Fürsterling est moins intéressante. Elle donne une démons- 
tration de la loi de Stefan, dont l'auteur affirme qu’elle est valable pour les ondes élas- 
tiques. C’est inexact, la démonstration exigeant que la vitesse V des ondes soit indépen- 
dante de la fréquence. Or à la fréquence limite v,, de Debye ceci n’est plus vrai. Le calcul 
de Forsterling pour les pressions de radiation, dans un cas très particulier, est exact. 

Mais les applications qu'il en tire sont incomplètes (voir plus loin les calculs exacts). 
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la chaleur AQ est entièrement récupérée ‘en travail, et peut s’écrire 
(22 bis) AQ = 46=E A logt. 


Cette formule donne immédiatement la valeur des forces telles que 
les pressions de radiation. C’est la formule la plus pratique pour ce 
genre de calculs. Nous aurons à la comparer plus loin avec les for- 
mules de Rayleigh (Chap. VIII); ces dernières obligent à reprendre 
entièrement le calcul sur chaque cas particulier, tandis que la for- 
mule (22 bis) fournit aussitôt la solution. 

Pour des systèmes périodiques à période x infiniment grande, le 
second terme du développement (22) peut se négliger, la période 
n’entrant plus dans la formule, on doit admettre que, dans ce cas 
limite, elle disparaît aussi des fonctions (23) f, 9 et F qui se réduisent 
alors à la relation 

T= 20 


conformément à la thermodynamique statistique. Ce résultat n’est 
que le cas limite pour très grandes périodes. 


he Transformations adiabatiques de systémes périodiques. — Pour un 
phénomène périodique, tel que celui que nous venons de considérer, 
on trouve facilement les lois d’une transformation adiabatique. Rap- 
pelons que, dans une telle transformation, la quantité de chaleur 
fournie AQ est nulle, et l’entropie reste constante. C’est donc, au 
point de vue où nous nous sommes placés, une variation lente des 
paramètres. macroscopiques (liaisons) du mouvement, et l'énergie 
(travail) recueillie sur ces paramètres macroscopiques est empruntée 
à l’énergie calorifique du système. 

L’entropie restant constante, on a 


7® = const. 
La chaleur fournie AQ étant nulle, 


AQ=o0,  d(rT)=0o, TT=— const. 


ee 


a nein ee 
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L'énergie cinétique moyenne T, la fréquence v = = et la tempéra- 
ture © varient donc proportionnellement. - 

Supposons que le système soit un vibrateur normal, c’est-à-dire 
assimilable à un point matériel se mouvant sur une droite et attiré 
par un centre fixe proportionnellement à la distance (*). On pourra 
modifier la période en changeant lentement le coefficient de la force 
de rappel, ou la masse du point matériel. L'énergie totale du système 
vibrant est toujours égale au double de l'énergie cinétique moyenne. 
Cette énergie totale E, dans une modification adiabatique, variera donc 
proportionnellement a T, c'est-à-dire à v, ou à la température ©. 
L'énergie perdue — AE pendant la transformation adiabatique se 
retrouvera comme travail fourni sur le paramètre lentement variable 


A8 


Ay 


v 


—E 


La constance du rapport = dans une transformation adiabatique a 


une particuliére importance au point de vue de la théorie des quanta. 
Le nombre de quanta d’énergie hv que contient un résonateur reste 
invariant dans une transformation adiabatique. L’entropie du résonna- 
teur sera donc fonction seulement du nombre des quanta qu'il 
possède. | 
_ Ces remarques sont d’une extréme importance. Nous allons en 
donner une généralisation pour les systèmes quasi périodiques, et 
la théorie des quanta d’action. 


t. Systèmes quasi périodiques. — Une classe de mouvements très 
importante est celle qui comporte une périodicité 7, par rapport à un 
certain nombre de variables et t,, 7, ..-, 7, par rapport à d’autres 
variables. Si les différentes périodes 7 ne sont pas commensurables 

entre elles, le mouvement total n’est pas périodique, mais on peut 
trouver une infinité de périodes approchées, c’est-à-dire d’intervalles | 


(!) Un degré de liberté d'un corps solide parallélépipédique jouit de ce genre de pro- 
priétés. On peut modifier la période en changeant lentement les longueurs ¢;, Js, 7; des 
arêtes du parallélépipède, c'est-à-dire en dilatant lentement l'ensemble du volume. 
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de temps & va tels que l’on ait 


Ta = Ma Ti + £3; 
Ts Ma To + Eo, 


Les m étant des nombres entiers quelconques, et les € des quantités 
nférieures, en valeur absolue, à une quantité n donnée à l’avañce, 
aussi petite que l’on voudra. Au bout d’une période approchée 7,, le 
système revient donc à un état aussi peu différent que l’on voudra de 
l’état initial. 

Si l'on prend +, comme durée d'intégration, les termes aux limites 
pourront être rendus aussi petits que l’on voudra, et négligeables. La 
durée d'intégration étant, à très peu prés, un LUE entier de 
périodes, les résultats du paragraphe précédent s'appliqueront à chaque 
période séparément. La chaleur fournie dans une transformation infi- 
niment lente s’écrira done 
a AO mS aA(cT) 


x 
1 


On sera donc justifié, par ces raisons théoriques, à raisonner 
séparément sur chacun des groupes de variables périodiques, sans 
s'inquiéter des autres périodes du système. Ceci paraissait certain au 
point de vue physique, mais méritait démonstration. | 

Les systèmes à multiples périodes sont en effet très fréquents. Le 
parallélépipède et ses différentes vibrations propres électromagné- 
tiques en est un exemple. Le corps solide parallélépipédique nous a 
fourni un autre modèle. Les raisonnements de Sommerfeld et Epstein, 
sur les trajectoires d'électrons autour d’un atome, portent aussi sur 
des cas quasi périodiques. Tous les cas où les variables se séparent 
dans les expressions de la force vive T et de l'énergie potentielle V 
sont de ce type ('): 

Dans la transformation adiabatique d'un système de ce genre, par 
variation lente des paramètres macroscopiques, l'intégrale (action de 


a En do 4 oh © ee 

(1) Foir Arret, Mécanique ratiounelie, t. I, p. 415 (théorème de Liouville); 
J. Ivpamarp, Bulletin des Sciences mathématiques, 1. XXX V, 1911, et les généralisations 
importantes de Storcker, Comptes rendus Acad. Sc., 1893, et octobre 1895. 


= 


es 


ee 
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Maupertuis) prise sur une période approchée =, 


est un inyariant, cela résulte immédiatement de la formule géné- 
rale (21). Cette intégrale est une somme de 7 intégrales relatives à 
chacune des périodes et prises chacune sur un nombre presque entier 
de périodes, on est donc fondé à étudier séparément chaque intégrale 
prise sur une période. L'intégrale d’action 


af (P—V)de 


L # # , . . . 
n est pas, en général, un invariant. Elle ne l’est que dans les cas parti- 
culiers où les intégrales portant sur T et sur V sont proportionnelles : 


K étant une constante. Ceci a lieu par exemple pour les oscillateurs 
avec forces de rappel proportionnelles à la distance à un point fixe, et 
aussi pour le mouvement képlérien de gravitation. Quant à la variation 
de l’action A, elle est, dans le cas général, donnée par la formule (17). 

Lors de la trans formation adiabatique, le système perd de l'énergie 
et fournit un travail extérieur, mais l'intégrale d’action de Maupertuis 
garde la même valeur. Si cette intégrale valait, avant la transformation, 
un nombre entier de quanta d’action A, comme on le suppose dans 
les théories relatives à l’atome de Bohr, elle vaudra ce même nombre 
de quanta, après déformation adiabatique. Pour que lintégrale de 
Maupertuis, prise sur toute période approchée 7, vaille un nombre 
entier de quanta À, il faut que chacune des intégrales, relative à 
chaque variable, et prise sur la période correspondante, soit égale 
à un nombre entier de quanta. C’est bien de cette façon que Sommer- 
feld écrit les conditions de quanta. On peut donc conclure que l’en- 
_ tropie est, dans tous ces cas, fonction seulement de la valeur de l’inté- 
grale d’action de Maupertuis. 

Des conclusions équivalentes pourraient s'appliquer aux autres cas 
de réduction que nous avons signalés, notamment au cas orthogonal, 


“a li == 13 a — Fr 
di ef V dt TK 4: é 
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cas qui pourrait, tout comme le cas cyclique, être un modèle utile 
pour l'interprétation des phénomènes physiques (*). 

On aurait donc, dans ces cas, une interprétation de l'entropie par 
l'intégrale d'action de Maupertuis. Pour l’état naturel (mouvement 
normal) l’entropie est maxima, l'intégrale d’action est minima. En 
dehors des cas de réduction, la définition d’un invariant et l'application 
des quanta se heurte à de grosses difficultés. On trouvera dans Boltz- 
mann l'étude plus complète de ces analogies pour les systèmes 
cycliques. 


CHAPITRE III. 


LOIS THERMODYNAMIQUES DES RAYONNEMENTS ELASTIQUES ISOTHERMES. 


a. Definitions génerales. — On peut retrouver, pour les rayonne- 
ments élastiques existant dans un corps matériel, presque toutes les 
lois classiques du rayonnement du corps noir (?). On définira la den- 
sité d'énergie des ondes de fréquence v (à dv près) dont les directions 
de propagation sont comprises dans un angle solide dw 


(1) — d&=pdrdy. 


L'intensité d’un rayonnement est l'énergie transportée, en une seconde, 


(1) Sur l'action (de Mauperluis) comme iuvariant adiabatique on se reporlera aux 
articles suivants : à 

Action et quanta : K. Scuwanzcuitp, Sitz. Ber. Berl. 4kad., 1916, p. 548; P. Ersteix, 
Ann. der Physik, t. L, 1916, p. 490; t. LI, 1916, p. 168; P. Dear, Cétt. Nachr., 1916, 
p. 142; Phys, Zeitschr., t. XVII, 1916, p. 507 et 512; A. SOMMERFELD, Ann. der Physik, 
t. LI, 1916, p. 1; Phys. Zeitschr., t. XVII, 1916, p. 491; A. SomMERFELD, Atombau und 
Spektrallinien, Vieweg, Leipzig, 1919; K. Férsteruinc. Ann. der Physik, t. LX, 1919, 
p. 673; A. Einstein, Verh. d. deutsch. phys. Ges., t. XVII, 1916, p. 318. 

Invariance adiabatique : P. Emnenresr, Proc. Amst., t. XIX, 1917, p. 576; J.-M. 
Burcers, Proc. Amst., t. XX, 1918, p. 149, 158, 168. et Aun. der Physik, t. LI, 1917, 
p. 195. — Les démonstrations de Burgers sont assez différentes des raisonnements que 
nous avons exposés; elles comportent en particulier une démonstration assez longue de 
la quasi-périodicité du système le plus général, démonstration sur laquelle nous avons 
jugé inutile d'insister, ces propriétés étant bien connucs. 

(*) Voir PLaxck, FF'ärmestrahlung. Leipzig, J.-A. Barth, 1909; 2° édition, 1913. Un très 
bon exposé en français se trouve dans la Thèse dé Bauer (publiéo aux 4wiales de Phy- 
sique). Thèse n° 1474. Paris, Gauthier-Villars, 1912. 
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a travers une surface unité normale au rayon 
(2) dl = J, dy dw = Uo dy ds, 


- U étant la vitesse du groupe. On sait, en effet, que, dans un milieu 
dispersif, la vitesse de transport de l’énergie diffère de la vitesse de 
phase V, et se confond pratiquement avec la vitesse de groupe U (*). 
Dans un milieu non dispersif on a U=V. Si le milieu est capable 
d’émettre et d’absorber le rayonnement (*), e étant le coefficient d’émis- 
sion, « celui d'absorption, ona 

(3) e=a Up: 

La loi de Lambert s’applique toujours : à chaque température le rayon- 
nement de fréquence v est complètement diffusé; 9 est indépendant de 
l'orientation de l'angle solide dw. 

Les définitions et formules ci-dessus sont valables séparément pour 
les ondes longitudinales et pour les ondes transversales. On notera 
avec l'indice / les quantités relatives aux premières, ‘avec l'indice ar 
celles qui se rapportent aux secondes: | 


b. Les lois de Kirchhoff. — Dans un certain milieu, où les vitesses 
de propagation sont, en un point, V (vitesse de phase) et U (vitesse de 
groupe), la densité des ondes d’un type donné (soit transversal, soit 
longitudinal) peut s’écrire 


1:00  ROD= ET) 


Yétant, pour les ondes du type étudié, une fonction universelle, indé- 
pendante des propriétés du milieu. Je vais rappeler la démonstration, 
que je devrai généraliser plus loin. Il suffit de montrer que la loi se 
vérifie pour les réflexions et réfractions par un petit élément de sur- 
face SS qui sépare deux milieux 1 et 2. Un rayon R,O tombe en O sous 
l'incidence ©,; il est en partie réfléchi suivant OR, et en partie 
_réfracté. Soit r, le coefficient de réflexion ;J'appellerai r, le coefficient 


(1) A. SomMERFELD, Ann. der Phys., t. XLIV, 1914, p. 157 à 202. — L. BriLLOUIN, /bid., 
p- 203 à 240. 

(2) Je rappelle les définitions classiques. Un volume d= traversé par une onde d'inten- 
sité I absorbe en un temps dt l'énergie «I dz dt; l'émission de ce volume, pour un angle 
solide dw et une fréquence v (à dy près), s'écrit e dr dy dw dt. La relation ci-dessus 
s'obtient en écrivant qu'à température T le volume d= émet autant qu'il absorbe. | 


25% 
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de réflexion d’un rayon R,O tombant sur SS, dans le deuxiéme milieu, 
sous l’angle d’incidence correspondant @,. Le rayon réfléchi prove- 
_ nant de R, O et le rayon réfracté provenant de R,O se superposent 
sur OR. Dans l’équilibre isotherme les deux rayoas fi, 0 etOR doivent 


avoir tous deux mème densité d'énergie p, (v, T). L'énergie apportée 
en un temps dé par le rayon R, O sur la surface ds s'écrit 


(5) dQ,—U,0,(», T) dy cos®, de dt du. 
De cette énergie, la fraction 7, seulement est réfléchie suivant OR. 


L’ énergie provenant de R,O et réfractée suivant OR, est — r,) fois 
l'énergie dQ, apportée par R,O. La condition d'équilibre s'écrit 


r dQ: + (r- — l}) dQ,= dQ, ; 


d’où l’on tire, en exprimant dQ, au moyen de (5) et dQ, par I’ expres- 
sion correspondante, 


(6) | DO, T) (1— 12) Cos, du 
Usn(v, T) (1—7r,)cos0, da, 


Le rapport figurant au second membre se calcule aisément. On défi- 
nit de, par une petite variation d@,, et une rotation dg, de toute ia 


D EE ns rm + me «= 


LA THEORIE DES SOLIDES ET LES QUANTA. 385 


ay . 7 . 
figure autour de ON. Les lois de réfraction donnent 
(7) Va sinO, — V,sinO,, Di V2; 


d’où l’on tire 


(8) cos@, do, _ cos6,sin6, 468, do, _ sin@,d(sin®,) _/V:\° 
cos@,dw,  cos@, sin 0,46, do, — sin®,d(sin®,) (¥) 


De sorte que nous trouvons finalement 


(9) pulvs T)U V2. it. Lar Zis4) 
pay T)USV3 ir, 


Le premier membre est fonction de v et T, mais indépendant de 
l’angle d’incidence, le second membre doit donc être constant et, 
pour l'incidence normale, il est égal à 1. Cette relation justifie la lot- 
de Kirchhoff telle que nous l'avons écrite à la formule (4). 


c. Premiere généralisation de la loi de Kirchhoff. — La loi ci-dessus 
est valable séparément soit pour les ondes longitudinales, soit pour 
les ondes transversales. Elle peut aussi se généraliser et fournir une 
relation entre les intensités de ces deux types d’ondes. Les deux caté- 
gories d’ondes peuvent échanger de l'énergie par réflexion et réfrac- 
tion. Lorsqu'une onde d’un type tombe sur la surface de séparation de 
deux milieux, elle peut, en général, exciter dans chaque milieu deux 
ondes transversales et une longitudinale, soit six ondes au total. 

Un cas particulier précisera les idées. 

Supposons un corps solide, dont la paroi, plane, est assujettie à ne 
subir aucun déplacement ni tangentiel ni normal. Si une onde trans- 
versale, dont les vibrations sont perpendiculaires au plan d'inei- 
dence, tombe sur cette paroi, elle n’engendre qu’une, onde réfléchie 
_ transversale, vibrant aussi perpendiculairement au plan d'incidence. 
Si, au contraire, l'onde transversale incidente vibre dans le plan 
d'incidence, elle engendrera, en tombant sur la paroi plane, deux 


types d'onde : 
1° Une onde transversale réfléchie vibrant dans le plan d'incidence ; 


2° Une onde longitudinale. 
Ann, Ee Norm., (3), XXXVI. — DÉCEMBRE 1920. ; 49 


386 LEON BRILLOUIN. 


Cette seconde onde, que nous pouvons appeler réfractée, est émise 
par la paroi sous un angle @, qui est relié à l’angle d'incidence @, de 
la première onde par la loi des sinus 


sin6, sin @, 


ere £ 

Une onde longitudinale créerait aussi une onde réfractée transversale. 

On calculerait sans aucune difficulté ce cas particulier et on lui 
appliquerait le raisonnement qui nous a fourni la loi de Kirchhoff. La 
conclusion est la suivante : 

Les ondes élastiques, longitudinales ou transversales, d’une certaine 
polarisation, qui possèdent dans un certain milieu, pour une fré- 
quence v(dyv), une vitesse de propagation V (vitesse de groupe U) ont, 
à une température T donnée, une densité d’énergie 


1 
(10) p dy du = Fy 4 (v, T) dy do. 


La fonction Ÿ est une fonction universelle, valable pour tous les corps 
matériels et tous les types d’ondes élastiques. 


Si l’on cherche, pour les ondes transversales, la densité d'énergie 


des ondes de toutes polarisations, il faut doubler la formule; on trouve 
facilement ce résultat, la formule étant valable pour deux polarisations 
à angle droit, suivant lesquelles toutes les autres peuvent se décomposer. 


Lois de Wien et Stefan. — La loi de Wien s'étend aux ondes élas- 
tiques, grâce à la démonstration générale que nous en avons donnée 
au Chapitre précédent. Elle nous permet de préciser la forme de la 
fonction 4 de la formule (10) et d'écrire | 


(tt) GT = F(z): 


La densité d'énergie des ondes de toutes directions et de fréquence y 
(a dy près) s'obtient en intégrant en de, c'est-à-dire en remplaçant 
dans (10)dw par 4x, puisque p,L ou F sont indépendants de la direction. 

La loi de Stefan (rayonnement isotherme total, de toutes fréquences, 
proportionnel à T*) ne se généralise pas immédiatement pour les 
ondes élastiques. Nous l'étudierons plus loin et verrons qu'elle est 
remplacée par une loi des états correspondants. 
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d. Détermination de la fonction F. — Les premiers auteurs qui ont 
abordé la question se sont contentés de transposer, pour les rayon- 
nements élastiques, les formales de quanta de Planck. Ils traitent 
chaque degré de liberté de fréquence y comme un résonateur de Planck 
avec quanta, ce qui conduit à lui assigner une énergie moyenne 


Ce résultat, joint à la numération des degrés de liberté, rappelée au 
Chapitre I [formules (24)], permet d'écrire pour la densité d’énerzie 
des rayonnements de fréquence v (à dy près) et de toutes directions 


- ce 3 
briedumie tre Ibs seme 
eft te uv: (er — 


ce qui précise notre fonction F sous la forme 
: | y h 
C7 à (x) de iva 


Je préfère procéder autrement et, sans aucune hypothèse spéciale, 
établir une. relation entre la fonction arbitraire F, relative aux ondes 
élastiques, et la fonction analogue relative aux ondes électromagné- 
tiques (corps noir). J’évite ainsi d'introduire explicitement les 
quanta, car il semble difficile d'admettre qu haope un rôle prépon- 
dérant dans les forces élastiques. 
= Le second mode de raisonnement, que nous voulons développer 
maintenant, a été introduit par M. M. Brillouin (‘); il constitue la séné- 
ralisation naturelle des lois de Kirchhoff pour le rayonnement noir. 
Supposons que les ondes électromagnétiques soient capables 
d’engendrer, par un mécanisme quelconque, des ondes élastiques de 
méme fréquence; il faut pour cela admettre une liaison linéaire, 
même très faible, entre ces deux types de phénomènes. IT n’y aura 


(1) Marcet BRizLouIN, Rayonnement et chaleurs spécifiques ( Ann. de Chim, et de Ph s., 
février et mai 1914); Théorie thermodynamique des solides peu déformés (Journ. de 


Phys., octobre-novembre 1914). 
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plus, à vrai dire, d'ondes purement électromagnétiques ou purement 
élastiques. Chaque type d'onde comprendra des termes électroma- 
gnétiques (champs électriques et magnétiques) et des termes élas- 
tiques (déplacements) en proportions déterminées. 

Il y aura donc, non pas deux équations distinctes aux vitesses de 
propagation, l’une électromagnétique, du deuxième degré; l’autre, 
élastique, du troisième degré, mais une seule équation du cinquième 
degré, avec une racine double (ondes principalement électromagné- 
tiques ; deux ondes transversales); une racine simple (ondes princi- 
palement élastiques longitudinales); une racine double (ondes 
principalement élastiques transversales). 

Du fait de la liaison entre les phénomènes élastiques et électroma- 
gnétiques découlent plusieurs faits curieux : une onde incidente d’un 
type quelconque donne naissance, à chaque réflexion ou réfraction, à 
des ondes de tous les types. Les conditions imposées sur la surface 
de réfraction règlent les intensités relatives des diverses ondes. Ainsi, 

‘par exemple, une onde tombant sur la surface de séparation de deux 
milieux différents donnera dix ondes nouvelles : cinq ondes réfléchies, 
des types élastiques et électromagnétiques, se propageant dans le 
premier milieu et cinq autres ondes de tous types se propageant dans 
le second milieu. fs 

Les lois de réflexion et réfraction des ondes électromagnétiques 
ont pour conséquence les lois de Kirchhoff, d’après lesquelles, dans 
l’état d'équilibre thermique, la densité du rayonnement p dans une 


enceinte est 
pydy = oe W(v, T) dy 

pour les ondes de polarisation donnée, et de toutes directions de pro- 
pagation, V étant la vitesse de propagation, U la vitesse de groupe 
et W(v, T) une fonction universelle de la fréquence v et de la tempé- 
rature T. Les lois de réfraction et réflexion des ondes électromagné- 
tiques et élastiques, que l’on pourra déduire de l’hypothèse d’une 
liaison linéaire faible, auront pour conséquence l'extension des lois 
de Kirchhoff aux ondes de tous types. | 

Ce résultat sera d’ailleurs indépendant de la grandeur de la liaison 
supposée. Il suffira que cette liaison soit linéaire pour que l'équilibre 


en mie Bee ie 16e on Er 
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final ne puisse être que celui régi par la formule ci-dessus. La gran- 
deur de la liaison influera seulement sur la durée d’établissement 
de l’état d'équilibre final. On peut donc, en pure logique, passer à la 
limite et dire que, la liaison devenant infiniment petite, l’état d’équi- 
libre sera toujours le même. 


e. Hypothèses de liaison. — Mais, en outre, on est forcé, par la 
théorie optique des milieux réfringents, d'introduire une liaison de 
ce genre, à cause de l’inertie des noyaux atomiques et des électrons. 
‘Supposons, par exemple, une onde électromagnétique se propageant 
dans un milieu transparent. Cette onde met en mouvement tous les 
électrons et noyaux atomiques, puisque ceux-ci sont chargés. Et la 
réaction de ces mouvements matériels détermine la vitesse de propa- 
gation dans le milieu, vitesse toujours inférieure à la vitesse dans le 
vide. Les noyaux atomiques, dont la masse, quoique considérable, 
n’est pas infinie, subiront donc des déplacements dans la direction du 
champ électrique; ces déplacements constituent une onde élastique 
forcée qui accompagne l’onde électromagnétique. 

De même, une onde élastique se propageant dans ce milieu, com- 
munique aux noyaux atomiques des accélérations. La liaison entre le 
noyau et les électrons qui l'entourent n’est pas rigoureusement rigide, 
et l’électron a une masse finie. Il suivra donc les mouvements du 
noyau atomique avec un certain retard, ce qui produira une polari- 
sation électrique ayant même direction que les déplacements de 


l’atome. 
On devra donc prévoir, pour les ondes électriques transversales, 


une induction électrique b forcée, ayant même direction que le dépla- 
cement. Ik y aura aussi une induction magnétique perpendiculaire B 


causée tant par les variations de b que par les accélérations de rota- 
tion imprimées aux atomes par l’onde élastique. 

Une’onde élastique longitudinale sera accompagnée d’une induction 
électrique longitudinale forcée b, mais il n’y aura aucune induction 


magnétique sensible. 
La grandeur des ondes forcées, qui accompagnent l'onde principale, 


dépend essentiellement de la fréquence, puisque nous faisons jouer 
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aux accélérations un role primordial. Nous n’expliciterons pas davan- 
tage la nature de cette dépendance, car cela nous obligerait à préciser 
les hypothèses sur la liaison entre noyau atomique et électron. Nous 
écrirons seulement que l’onde forcée, qui accompagne l'onde princi- 
pale, a une amplitude proportionnelle à celle de l'onde principale et 
un déphasage constant. Le coefficient de proportionnalité et la phase 
seront, dans chaque milieu isotrope, fonction de la fréquence seu- 
lement ('). 

Notons immédiatement le rôle perturbateur joué par la pression de 
radiation. La pression de radiation d’une onde de type quelconque 
produit des forces d’une fréquence double de celle de l'onde inei- 
dente; elle engendre donc des ondes élastiques de fréquence double, 
d’où une fuite d’énergie vers les courtes longueurs d'onde. Nous 
négligerons, dans ce Chapitre, les forces qui entrent ainsi en jeu, car - 
ce sont des effets du deuxième ordre (force proportionnelle à l'énergie, 
donc au carré de l'amplitude de l'onde), tandis que les liaisons linéaires 
que nous considérons donnent un effet du premier ordre (force pro- 
portionnelle à l’amplitude). 

Ces considérations générales ont été introduites par M. M. Brillouin 
dans les articles déjà cités. Mais la généralisation de la loi de Kir- 
chhoff y était admise, sans démonstration, comme une hypothèse très : 
vraisemblable. Nous allons montrer, par la suite, comment on peut 
démontrer rigoureusement la validité de la loi de Kirchhoff généra- 
lisée. 


f. Loi des sinus. — 11 serait intéressant d'étudier les lois de réfrac- 
lion et réflexion des ondes des divers types, sur des surfaces variées. 
Le problème, sans être difficile, devient rapidement assez compliqué. 
Nous n’entrerons pas dans les détails de cette discussion, mais nous 
nous contenterons de noter les lois générales que l’on peut dégager, 
et nous aboutirons à la loi de Kirchhoff. 


(1) On sait que l'étude des cristaux du type NaCl a conduit à se représenter leur 
structure sous la forme suivante : Les ions Na+ et CI — sont répartis alternativement 
sur un réscau cubique. il est impossible, dans un tel modèle, de séparer les ondes 
électromagnéliques des ondes élastiques; la liaison supposée ci-dessus joue alors un 
rôle prépondérant. 
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1° La première loi qui apparaît comme presque évidente, c'est la loi 
classique des sinus. 

Considérons une onde incidente plane, d’un type quelconque 
auquel j’affecte l'indice »; elle tombe sous un angle 6, sur la surface 
plane de séparation de deux milieux. Nous supposons connues les 
conditions limites imposées sur toute cette surface plane. Ce seront 
les conditions électrostatiques, électromagnétiques et élastiques, 
qui représentent les propriétés des deux milieux en contact. Ces 
conditions devront être satisfaites identiquement tout le long de la 
surface. 

Prenons comme plan d'incidence le plan «Oz, le plan «Oy étant 
la surface de séparation des deux milieux. Soit RO le rayon incident, 


Fig. 2. 


au point O. Diverses grandeurs (champ électrique A, champ magné- 
tique H et déplacement D) figurent dans l’onde incidente. Toutes ces 
grandeurs sont des fonctions de x, y, =, t ayant le même aspect; soit f, 
l’une de ces deux quantités, on aura 


: zx sin0, + z cos6, 
(13) fa 94556) = Fycose (¢— SEPT O08 +9); 


si V, est la vitesse de propagation de l'onde incidente, 9, un coef- 
ficient de phase et F, un coefficient constant d’amplitude. Considérons 
l’une des multiples ondes réfractées dans l’un quelconque des deux 
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milieux et affectons l’indice m à ce qui se rapporte à cette onde 


(vitesse V,,, angle 6,,, phase 9,,). 
La grandeur “étudiée (A, H ou D) figure dans l’onde réfractée sous 
la forme | 


: sin8,, + sCcost, 
(14), Jul 71550) Fm cose (¢— RER + om) 


Sans avoir besoin de connaitre exactement les conditions imposées 
sur la surface de réfraction xOy, nous savons que ces conditions 
doivent être identiquement satisfaites en tous les points de cette 
surface. 

Ceci ne pourra se produire que si, sur tout le ti æO y, les gran- 
deurs correspondantes f,, f, des deux ondes dépendent de la même 
façon des a et de z. Il faut donc qu’en faisant s = o dans l’expression 
de f, et fn, on trouve pour ces deux grandeurs des fonctions de x, ¢ 
exactement semblables. 

Ceci impose la condition 


sin®, sin 9,, | 
us 7 We SG 


Nous retrouvons. donc nécessairement la loi de réfraction classique 
(loi des sinus) comme absolument générale. 


g- Pouvoir transmetteur. — Nous définirons le pouvoir transmetteur 
de la surface de réfraction, tout a fait analogue au pouvoir réflecteur. 
Ce sera la mesure de la proportion d’énergie transmise par une onde 
incidente de type donné, à une onde réfractée d’un type déterminé. 

Soit une onde incidente d'intensité J, (densité d'énergie Pus vitesse 
de groupe U,, angle d’incidence 9,), 


In= pnUn- 


La quantité d'énergie qui est apportée par.l’onde n, en un temps dt sur 


un élément do de surface du plan Oy (surface de réfraction) a pour 
expression 


(16) dQ,=7J, do cos 8, dt. 


ee a ce ar te 8 


ui an un * 
ee ne Lan 
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Soit dQ,,, la quantité d’énergie qui est transformée en onde réfractée 
du type m 


(17) AQ in dant do cosô,, dl 
(Jnm» Intensité de l’onde réfractée sous l'angle 0,,). 


J’appelle « pouvoir transmetteur =,,, » la proportion d'énergie trans- 
mise par l'onde n» à l’onde m pendant le temps de 


(18) ore a dQ,, ee on cos CE à 


me ct Jn COS In 


Nous définirons de méme le pouvoir transmetteur inverse ¢,,,. Celui-ci 
se rapportera au cas d’une onde incidente de type m (J,,, Qu, Un, 9) 
tombant sur là surface de séparation sous l’angle 6,,; c’est une onde 
suivant le même rayon que l’onde réfractée du cas précédent, mais avec 
un sens de propagation exactement opposé. 

La quantité d’énergie tombant sur la surface est 


dQ,= J maa cos6,, dt. 
La quantité d’énergie transmise en onde du type 7 est 
; AQ nn=Jmnde cos 0, dt. 
Et le pouvoir transmetteur 7,,, se définit par la relation 


AQinn _ JmnCOSOn 
dQ» J, cos9,, 


(18 bis) Tn 


h. Egalité des pouvoirs transmetteurs inverses. Lot de Kirchhoff géné- 
ralisée. — Ktudions maintenant les échanges d'énergie entre les ondes 
de différents types, dans l’état d'équilibre isotherme. Les ondes d’un 
type donné, par exemple type n, sont alors complètement diffusées, et 
la densité d’énergie des ondes de fréquence v (à dv près) dont les rayons 
sont compris dans un petit angle solide dw,, est donnée par la formule 


(19) ‘ ; pn dy do,= fy(v, T) dy do; 


, 


f,(v,T) est la fonction de répartition de l’énergie entre les fréquences v, 
à température T, pour les ondes de type ». Pour des ondes d’un autre 
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type, m, nous définirons de même la densité d’énergie 
(19 bis) Pm dv dorm = fin(¥, T) d don. 


Nous supposons que ces deux types d’onde m et n sont capables 
d'échanger de |’énergie, par suite de réfractions. Etudions les échanges 
d’énergie dus aux ondes tombant sur la surface de réfraction sous des 
angles correspondants 6, et 9,,. 

Avec les notations du paragraphe précédent, nous trouvons 


Jn = Pr Un dv da, = Un fn (>, T) dde, 


Rep In= Om Un dy do y = Uhr fn (v,T) dv dom. 


_S'il y a équilibre entre les ondes de type n et de type m, c’est que 
l'énergie transformée dans le sens mn est égale à l'énergie trans- 
formée dans le sens n —m : 
; AQnm = AQ mn 


ou : 
Tam dQ, =Tmn AQ». 


Ceci s’écrit, en tenant compte des relations (18, 19, 20) établies 
plus haut, 


(21) TtTamSn(%, T) do, C089, dv do dt = tn fim(%, T) don cos 9,,dv do dt; 


mais les angles dw, et dw,, doivent se correspondre par réfraction. La 
loi des sinus permet de démontrer très aisément, comme nous l’avons 
indiqué à propos de la loi de Kirchhoff [formule (8)], la relation 
suivante : 

don cosO, dom COS 0» ‘ 


(2a) 4» mans qu © : 
La condition d'équilibre devient alors 
(23) Tnm Ds Yrfatt T) — Tmn U,, VE font, T) 


ou 
Tn Un Vi fal», T) 
Reap | Un Vota TE CN 


Dans cette égalité, le second membre est une constante, indépendante 
des valeurs 0,, 0,, des angles de réfraction. Done le premier membre 


ne Sa a merece 
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doit étre aussi une constante. Et de fait, dans tous les cas particuliers 
que l’on calcule, on ‘couve toujours que l’on a rigoureusement 


Tmn Ci Tam - 


t. Énoncé général. — Ceci se rattache à la loi très générale 
d’Helmholtz. Si, en un point, un rayon de nature donnée subit une 
certaine perte d'énergie pour une certaine cause, un rayon, de sens 
de propagation opposé et de nature inverse, etc., subira au même 
point une perte d’énergie exactement égale. Cette loi se généralise 
même pour le cas où les ondes changent de type au point étudié, et se 
transforment en ondes d’une autre catégorie. 

Ceci entraine la loi de Kirchhoff généralisée, que nous voulions 
démontrer et que M. M. Brillouin avait admise à titre d’hypothése 
mais sans démonstration. On a donc, d’une façon absolument géné- 
rale, pour les ondes de tous types, la relation 


Ua Vifa(, T) = ES UE PTE TE) — “F5 ) 


F'étant une fonction universelle de la fréquence et de la température. 
Donc, qu’il s’agisse d'ondes électromagnétiques ou élastiques, la den- 
sité d'énergie des ondes de type et polarisation donnés, de fréquence 
v (dv) et de directions comprises dans un angle solide dw, est donnée 
par la formule générale | 


y 
7 


ys 
(24) Pn dy dw = ove F (F) dao. 


J'ai tenu compte dans cette formule de la loi de Wien, déjà établie plus 


haut. 
Il est bien entendu que ceci s’applique, siles oscillations sont trans- 
_versales, à des ondes de polarisation donnée. Si l’on veut tenir compte 
des deux polarisations possibies, il faut doubler le résultat, et l'on a 
alors S 
‘ : Ty? ee Lay an 
(24 bis) ' Pn dvaw = Uv: Ik (x) loi. 


Si l’on cherche, en un point donné, la densité des ondes de toutes 
directions, il n’y a qu’à remplacer do par 47. 
26 
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La forme de la fonction F (7 est jusqu'ici restée arbitraire. Mais 


nous savons que pour les ondés électromagnétiques, la formule de 


Planck est la seule qui concorde bien avec l’expérience 
ae | y hy® 
(25) : aK (z)= aC pe ate 


Cette formule se justifie par les considérations de quanta appliquées 
seulement aux échanges d’énergie électromagnétique entre atomes et 
éther. 


L'expression de Planck pour la fonction universelle F(#) s'étend 


maintenant, automatiquement, aux ondes de tous les types. Il n’est pas 
nécessaire, pour cela, de supposer pour ces autres types d’onde (ondes 
élastiques) des échanges d'énergie par quanta. Même si les échanges 
d'énergie sont continus, les ondes élastiques ne pourront être en équi- 
libre avec des ondes électromagnétiques de mème fréquence que si elles 
suivent la même loi de répartition, celle de Planck. C'est ce qui se déduit 
immédiatement de notre généralisation des lois de Kirchhoff. 

En général, j'utiliserai les formules en négligeant la dispersion, 

c’est-à- ts en supposant V indépendant de v et U = V. 

On pourrait pourtant, et ce ne serait pas sans intérêt, essayer de 
développer toute la théorie sans cette restriction. 


CHAPITRE IV. 


REFRACTION DES ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES ET ÉLASTIQUES AVEC UNE 
LIAISON LINÉAIRE ENTRE PHÉNOMÈNES ÉLECTROMAGNÉTIQUES ET ÉLAS- 
TIQUES. CALCUL COMPLET D'UN PROBLÈME PARTICULIER. 


Notations. — Dans le Chapitre précédent nous avons étudié, ” 


d’une façon très générale, l'influence d'une petite liaison linéaire 
entre les phénomènes électriques et élastiques. Cette liaison peut, 
par exemple, être due à l’inertie des électrons et des noyaux ato- 
miques. Dans l’état actuel de nos conceptions de la matière, il paraît 


ote 


ee eee ne aad atime 
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tout à fait logique de tenir compte de cette liaison. Le résultat général 
sera l’existence d’onies forcées accompagnant les ondes Re 0 

Pour une onde électromagnétique plane se propageant dans un milieu 
transparent de pouvoir inducteur spécifique &, le champ électrique 
aura I’ expression suivante : 


| a > 
(1) | hs hy cosa (e— ALT), 


a, B, y, cosinus directeurs du rayon lumineux ; 


A,, vecteur amplitude, perpendiculaire au rayon lumineux. 


Ce champ électrique agit sur toutes les charges électriques pré- 
sentes et leur transmet des accélérations. En perticulier, les noyaux 
atomiques chargés subiront de ce fait des déplacements. Les dépla- 
cement forcés, qui accompagnent l’onde électromagnétique, s’écriront 
(2) d= ducos (1 HR _;) | 
avec un certain déphasage 9 constant. 

L’amplitude d,, du déplacement sera proportionnelle : à l'amplitude, 
h, du champ électrique, et le déplacement aura même direction que 
ce champ. Soit p le coefficient de proportionnalité 


re Le 
(3) | 29 = Pho. 
L’onde ainsi constituée a une densité d’énergie égale à 
ki h2 
(4) a 
OT 


avec un coefficient 4’ différent du pouvoir inducteur spécifique 4, car 
dans l'énergie il faut tenir compte de l'énergie d’agitation des noyaux 
atomiques. Les quantités 9, p, # sont, pour chaque milieu trans- 
parent, dans des conditions données, des fonctions de la fréquence. 
Dans ure onde élastique transversale, le déplacement des atomes du 
corps solide s’écrit sous la forme | 


; a eee 
ca} D, = Dao cos» (4 = Hire), 
lr 


Es Es Wal 4 
les vecteurs D,, P,, sont perpendiculaires au rayon (x, 3, y). Sous 
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l'influence de’ cette onde, le noyau atomique ‘subit des accélérations, 
et entraîne avec lui, avec un certain retard, les él2ctrons qui lui sont 
liés. Il s'ensuit une polarisation électrique forcée, de même fréquence 
que l’ende élastique, et qui Re 6 celle-ci. Nags noterons l’in- 
duction électrique ainsi créée 


| +By+7s 
(6) joe bn cos (e— LILI — x); 
y, déphasage constant. 
On aura 
> + 
(7) br = 9 D20- 


La densité d'énergie de cette onde est 
(8) 2p'otD},. 


La ha e’, densité fictive, Maths de la densité réclle p du 
milieu solide. 

En effet, dans le calcul de l'énergie, il faudrait tenir compte de 
l’énergie des termes électriques forcés, qui accompagnent l’onde 


élastique. Les grandeurs g, y et o’ sont, pour chaque milieu donné, : 


des fonctions de la fréquence et au besoin de la température, du 
volume spécifique du milieu. 
Pour t une onde élastique longitudinale, le déplacement D, s'écrit 
(9) D, =D, con (¢— SE HEY =); 
. i 
les vecteurs D,, a. Sont orientés suivant le rayon (a, B, y). 


Cette onde élastique entraîne une onde électrique longitudinale 
forcée, dont l'induction s’écrira 


(10) Er Te cosu (e— sal Fe a jo +) 
à s Ms 1 : 
avec 
+ + 
(1 1) . a= FD. 


La densité d'énergie aura une valeur 


(12) <p" Di, avec pep sep. 
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Les grandeurs r et p” et l’angle de déphasage 4 sont, pour chaque 
milieu, dans des conditions de volume spécifique et température 
données, des fonctions de la fréquence. 

Nous pourrons, dans ces hypothèses très générales, montrer 
comment se traitent différents problèmes de réfraction et réflexion, 
et vérifier chaque fois l'égalité des pouvoirs transmetteurs réciproques, 
dont nous nous sommes servis au Chapitre précédent pour démontrer 
la loi de Kirchhoff généralisée. | 

6. Prostime. — Un milieu liquide transparent, limité par une paroi 
plane absolument rigide et parfaitement conductrice pour l'électricité. 


Cette paroi est le type du miroir parfait pour ondes lumineuses. 
Nous allons étudier les divers genres de réflexions auxquels elle 
- peut donner lieu. Dans le milieu liquide transparent, il ne peut 
exister que des ondes électromagnétiques (avec deux polarisations à 
angle droit) et des ondes élastiques longitudinales. 


Fig. 3. 


R z 


Soient Oy la surface du plan réflecteur rigide et conducteur, Os la 
normale au point d'incidence O. Etudions les réflexions des divers 


rayon sur ce plan. 
c. Onde clectromagnétique, vecteur électrique parallele au plan réflec- 
2€* 
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teur. — Le champ électrique de cette onde incidente s’écrit. 


: x sinfô — z cos 6 
D re 


le déplacement forcé qui accompagne cette onde est 


asin §—= cos : ~9) 


to(¢— [a 


d,= phoe 
L’onde réfléchie s'écrit 


tw (¢— 


x sin§+zcos0° 
TT) 


hy = hye ? 
(14) £ i wo(s— Tends sens à) 
papes . ne 


Le champ électrique résultant sera bien, comme il le faut, nul 
sur le plan réflecteur z= 0, et le déplacement de même, si l’on 
fait h, =’. Les conditions à la surface sont alors satisfaites, sans 
qu’il y ait lieu d’introduire aucune onde supplémentaire. Dans ce pre- 
mier cas, il ne se produit done qu’une réflexion absolument normale. 


d: Onde électromagnétique,. vecteur électrique dans le per d'incti- 


dence. — L’onde incidente s’écrit : 


3 Oe tL 
Champ électrique | #== “hex ie POE 
PR PS - 2 nah des ded 
h: = hysin Ge ( + PE 
(15) 
be wa(s= =enbscoet _ 

eee 

Déplacement forcé du = phycos be se 


iw(1— En Seon _ -?) 


d; = physin Ge 


L’onde réfléchie s’écrit : 
: r sin 0 + :c0os0 
‘ h'.= — h’ cosbe Le tte 
Champ électrique 1g . sao(¢ en b+ 5080 a , 
x: acs My sin de : 
1 
> æsin0+:=c0s0 ; 
tie mé v ot 


Déplacement forcé w(r- cures 


L 


—X— +) 


i a a phi sine’ 


S'il n’y avait pas à tenir compte des déplacements d, on écriplé 
simplement X, =A, et a= 0, ce qui annule le champ électrique tan- 


PCT 
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gent. Mais on ne satisferait pas ainsi a la condition que le déplacement 
normal au plan réflecteur soit nul. 

Pour satisfaire à cette condition élastique, nous devons introduire 
une onde élastique longitudinale. Soient n son angle de réfraction et 6’ 
le déphasage : | 


Tsinn+zcosn : 


RE AE 1e Pr HNPTIPR 8) 
qu 


Déplacement LL pens 
| PT PP tnt mc Pr 
| 1s = Dy, cosne Yi Ws 
19 
7) 
x x sin'y +2 cus 7 
; 5 iw _—- = 6-4) 
? : b,>= rD;issinne ( Vi, 
Induction forcée a a re 3 
i (cert gy) 
\ b,;=rD,.cosne Vi 


Pour que les conditions de surface soient satisfaites sur le plan =o, 
il faut que, dans les diverses ondes, le facteur de x ait la même 
expression; ceci donne la loi des sinus 


sinn sing 
Ver 
Écrivons maintenant les conditions de surface; tout d’abord, l'in- 
duction électrique tangente doit être nulle : 


x sin Ô æsin0 + sin 


~ 2 ù i dé ore LA 
mhrdbte y 2 Kite de th V étant Vi Boy) 


Cette relation s’écrit, en supprimant le facteur commun, 


axsind 3 xsinn 2 
(= y Pe CC Vz, ; 
(18) À Fa ag hy— Reina + aD,,e-t®(8+h =o 
avec la notation 
jae sinn 
~ k cos 


En faisant les mémes simplifications, on écrira la condition de 
déplacement nul | | 


RU TES Ro + hi e~ faa + bD,,e—(8-2) = o 
avec 
__ 1 cosn 
~ p sing 
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; . nl . . 1 . 
En ajoutant tes deux relations pour éliminer /,, on obtient 
—oh  acosov+beosoo + &(—asinoy + bsinng) 
SS lr”... crDr.©)” “ON 
piers _ C0SH8 +isinwf 
à coswb + bcoswo __—asinoÿ + bsinwg 
cos ie sinw 


eee 


On tirera aisément de ces relations la valeur du carré Dio, sous la 


forme 
2 
(20) i = jie + 6?+ 2abcosw(o+ ¥)]. 


Nous pouvons ausst bien chercher maintenant la valeur de 4, en fonc- 
tion de À,. Nous éliminerons D,, entre les deux équations écrites plus 
haut, en multipliant la première par be‘, la deuxième par — ae“? 
et ajoutant 


hy ( bei? — ae—i¥) — hheriva( bel? + ae-t®Ÿ) = 0. 


Cette équation se développe et s’écrit 


hy (bcoswo —acoswb) —h{ 9 COS Wa (b COS WE +acoswb)— hi'sinwa(b sinwg — asinwb)= 
h,(b sino +a sinwh) — hi, coswa(b sinwg— a sino) + hisinwa(bcoswo Aa PURE) = 


suivantes : 


hi, sinwa[at+ b+ 2abcosw(o+4)]=— 2abhysinw(9+), 
hy coswa[a?+ b?+ 2ab cosw(o + ¥)]=h,(b%—a?). 


En élevant au carré et ajoutant, on aura" en fonction de X?. Et l'on 
trouve, comme résultat final, 


(a1) EO ae LL OL ds à a 
hy a+ b'+ 2abcosw(o +) 


e. Conservation de l'énergie. — Nous voulons maintenant écrire la 
conservation de l'énergie. 

L'énergie électromagnétique tombant, en une seconde, sur un | élé- 
ment do de la surface réfléchissante, a pour valeur 


| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

En combinant ces deux équations, on en tire aisément les deux | 
dQ =k ve 8 coda, | 
} 
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L'énergie électromagnétique de l’onde réfléchie est 


4 ! uy 
dQ'= k'\ gr C0 9 do. 


4 


L'énergie de l’onde élastique réfléchie est 


Way? 2 
dq'==NV, ir cosn do. 


La conservation de l'énergie exige que l’on ait 


| dQ — dQ'= dq’, 
ce qui donne 
R—h? 87 Vyp'u? D? cosn 


REA T ENT Pr HT .COse 


2__}'? D? À 
—a— et de calculées plus 


En tenant compte des valeurs de . ia 

haut, cette relation nous donne 

bnp", Ve cosn 
F° V cost 


ab cosw(o + bd) — 
Or 


d'après (17) et (18). 
D'où finalement la relation suivante : 


| r t 
(22) . i. zi w?. 


_ Cette relation doit nécessairement exister entre les divers coefti- 
cients arbitraires 7, p, p”, & qué nous avions introduits arbitraire- 
ment. En écrivant le détail des équations on aurait aussi trouvé une 
relation liant les angles 9 et }. En tenant compte de ceci, nous trou- 
verons l’expressiqn du pouvoir transmetteur 7,,, l'indice 2 étant 
affecté à l’onde électromagnétique incidente (vecteur électrique dans 
le plan d'incidence) et l'indice 3 se rapportant à l'onde élastique lon- 


gitudinale 


(23) Wan? habeoso(g+ 4) 
ha SF aye eS a+ b?+ 2abcosw(9+ ) 


f. Le problème inverse se traitera par les mêmes procédés. Nous 
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étudierons une onde longitudinale plane qui tombe sur la surface de 
réfraction, suivant l’angle n. Cette onde engendrera, outre l’onde élas- 
tique réfléchie, une onde électromagnétique ayant son vecteur élec- 
trique dans le plan d’incidence. 

L’onde incidente s’écrit : 
| 


Diz == Dy sinne (:- vt 5 
( _——) 
eas RT 


(24) Déplacement = 


D,- =D,» cosne 


L'induction forcée a une amplitude rD,, et un déphasage —w): 


ù f xrsiny—s cosy 
é A jot 2-2 
biz = rDysinne \ ; Vi ) 
Tr sinq—s cosy 
‘ iw( 4 — ———— - 
6,;—=rD,,cosne ( Ve ). 


L’onde élastique réfléchie prend la forme : 


ee asin 4 +,5 cos H 
aoe Pret iw(e— Vi =i 
(25) Déplacement | Dir ler” rar +seosn 1)’ 
D,; =— D',cosne ae , 


. D’, étant l'amplitude et — wy le déphasage. | 
L'induction forcée a une amplitude rD,, et un déphasage 
total — w(y + 4). | à 
L’onde électromagnétique qui prend naissance sur la surface aura 
un angle de réfraction 0 donné par la loi des sinus, tout comme dans 
le cas précédent. Son champ électrique a la forme suivante : 


( ; æsinŸ+seos0 
6 | hix=— hocos0e we gg y as 
(2 ) _ furet) 
hyz= - hosinde. \ V 4 


h étant l'amplitude et — w le déphasage. 
Le déplacement forcé qui l’accompagnera sera 
tt (i— zante seond —t-9) 


’ 


iw(e— ne men) 


dx = — ph, cosbe 
d;= ph,sin@e 


La loi des sinus étant satisfaite, nous pourrons écrire les deux 


LA THEORIE DES SOLIDES ET LES QUANTA. hod 


‘conditions de surface, c’est-à-dire. l'induction électrique tangente 
nulle et le déplacement normal nul. 


Ceci donne 


k , cos0 
D iy ey Seah, 
10 10 r 0° sinn 


e—iw(s—y) =o! 


4 sin 0 
D,,— D’ ,e—ieY — ph 
ie 10 Plo cosn 


e—iw(+9) — 0; 


ceci s'écrit, avec les notations déjà introduites, ~ 
UNE 4 sinn 24 EDEN. 
~ k cosô” - p sing? 
1 + : 5 
D,,+ D',e-ior — : he @-Y) — 0, 
(27) di: J : 
Dit Di, Cire ts h, e -i0(8+9) — 0. 


On en tire, exactement comme dans le probléme précédent, les 
résultats suivants : 


(28) = ir: aap le + b?+ 2abcosw(o rw] 

et 

ds D?— D? _ kab cosw(o +4) j 
9) D? a+ hr 2abcosw(9 +) 


En écrivant la conservation de l’énergie, on se trouvera amené à la 
condition suivante : ; 


" D—D? kA 


<i peo y À 
V, 3 “eos 2 Mes cos À 


qui, en tenant compte des deux relations précédentes (28) et (29), et 
des valeurs des coefficients a, b (27), se réduit à 


À s Aro" w? ua 
(30) + cos (g + 4) = fi? 
Or, dans le problème précédent, nous avions trouvé, par la même 


voie, un résultat un peu différent : 


4To"w? Re à 
(22) AE = Cou (9 +H). 
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D'où la conclusion assez curieuse que voici : 

Pour que nous puissions écrire les réflexions et réfractions, il 
faut qu’il existe une relation entre les déphasages des diverses ondes 
forcées. Cette relation est la suivante : 


(31) costw (9+ Y) =I. 


Les coefficients de déphasage 9 et ) ne sont donc pas indépendants. 
Les coefficients d’amplitude ne le sont pas non plus et doivent satis- 
faire a la relation 


: LL 5 _. wae 
(32) LE ut = 


Toute théorie qui voudrait donner une explication plus intime du 
phénomène devra nous fournir des coefficients qui satisfassent aux 
relations (31) et (32) que nous venons d'écrire. 


g. Égalité des pouvoirs transmetteurs. — Nous terminerons en mon- 
(rant sur l’exemple que nous venons d'étudier la vérification de la loi 
de réciprocité des pouvoirs transmetteurs. 

Affectons l'indice 1 à une onde électromagnétique polarisée ayant 


son vecteur électrique perpendiculaire au plan d'incidence, l'indice 2 


à une onde électromagnétique dont le vecteur électrique est dans le 
plan d'incidence, et l'indice 3 aux ondes élastiques longitudinales. 
Pour des valeurs 0 et 7 correspondantes (loi des sinus) des angles 
d'incidence et de réfraction, nous pourrons résumer nos résultats 
en donnant le tableau des valeurs des différents pouvoirs transmet- 
teurs [voir équations (21), (23) et (29)] : 


Ur Ts Ta Ty — 0; 

4 h?—h'? 4abcosw(o + +) 
SR POC LOL CS À CITE) 
Hs D?'— D" - hab cosw(g +4) 

Re Ont + b'+aabcosuw(o +) 


On trouve bien, pour tous les indices, 7, = 7 


nm 


C'est la loi de réciprocité dont nous nous sommes servis au Cha- 


pitre précédent, pour démontrer la loi de Kirchhoff généralisée. 


eT 


[oe 
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t. Conclusions générales. — Nous pourrions traiter d’autres pro- 
blèmes, par exemple, des réflexions ou réfractions sur une surface 
séparant deux milieux. Si les milieux sont solides et transparents, ils 
pourront être le siège d’ondes de tous les types : ondes électromagné- 
tiques (deux polarisations), ondes élastiques transversales (deux pola- 
risations) et ondes élastiques longitudinales. 

Ce problème des réfractions deviendra alors assez compliqué, 
puisque chaque onde donnera naissance à des ondes de tous les types. 
Il ne semble pas utile d'entrer dans le détail de ces caleuls, qui 
deviendraient rapidement fastidieux. ; 

L'exemple unique que nous venons de traiter montre pourtant 
qu'il y aurait quelques conséquences à en tirer, sous formes de rela- 
tions nécessaires entre les différents coefficients arbitraires que nous 
avons introduits au début de ce Chapitre, coefficients d'amplitude et 
de phase des ondes forcées. + | 

_ Nous voulions seulement indiquer ce point, et nous terminerons en 
montrant que l'exemple traité plus haut suffit à démontrer la validité 
absolue de la loi de Kirchhoff généralisée. Va 

En effet, les lois de Kirchhoff et Wien sont démontrées pour toutes 
les ondes électromagnétiques. Elles permettent d’affirmer que, dans 
l’état d'équilibre isotherme, la densité d'énergie des ondes électro- 
magnétiques, de polarisation donnée, dans.un milieu où leur vitesse 
de propagation est V, est donnée par une formule de la forme 


( gue 
pd do = (y 


+) di do, 


v étant la fréquence, T la température, F une fonction universelle. 

De même, les lois de Kirchhoff et Wien se démontrent pour toutes 
les ondes élastiques, tant longitudinales que transversales, car une 
onde ‘élastique d’un type quelconque, tombant sur une surface de 
réflexion, donne naissance à des ondes élastiques de tous les types, 
suivant les conditions imposées sur la surface. 

On écrira donc, pour la densité des ondes élastiques existant dans 
l'état d'équilibre isotherme, une formule générale 


ys « 
p dy do — rl (p)ade, 
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F’ étant une autre fonction universelle de la fréquence v et de la tem- — 
pérature T.. | 

Nous venons de traiter un exemple dans loquel des ondes élas- 
tiques et électromagnétiques échangent de l'énergie, en satisfaisant. 
encore à la loi de Kirchhoff. Get exemple unique nous oblige donc à 
réunir nos deux formules générales en une seule, et à écrire 


F(z)= Fr) 


Tous les autres exemples que nous pourrions traiter devront aussi, 
sous peine de contradiction, vérifier cette loi générale, et c’est là le 
point important pour les théories dont nous nous occupons. 

L'étude plus approfondie de la liaison entre ondes électromagné- 
tiques et élastiques serait d’ailleurs intéressante, et ass des 
renseignements nouveaux sur la structure de l'atome, et sur la nature 
des forces qui maintiennent les électrons autour du noyau atomique. 
En l’absence de tout renseignement expérimental sur ce point, on ne 
saurait d’ailleurs faire actuellement que des hypothèses ; aussi avons- 
nous voulu n’entamer ces raisonnements que sous une forme aussi 
générale que possible. 

_ Les termes secondaires (ondes sola étant certainement trés 
petits, puisque l’expérience courante ne les révéle pas, nous les 
négligerons dans la suite. 


CHAPITRE V. . 
PRESSIONS DE RADIATION. 


- a. Calculs de Lord Rayleigh. — On connaît depuis Maxwell l’exis- 
tence des pressions exercées par les radiations lumineuses et électro- 
magnétiques. Pour les ondes acoustiques, c’est Lord Rayleigh qui 
signala le premier l'existence de ces sb ('). On trouve dans les 


(*) Lord Rayteien, Phil. Mag., t. Ill, 1902, p. 338 Conontell dans Scientific Papers, 
vol. V, p. 41); Phil. Mag. . t. X, 1905, p. 364 (reproduit dans Scientific Papers, vol. V, 
p. 262). a | 
Voir aussi Porntine, Phil. Mag., t. IX, 1905, p. 393. 


LA THÉORIE DES SOLIDES ET LES QUANTA. 409 


deux articles de Lord Rayleigh à ce sujet l'indication de plusieurs 
modes de raisonnement très généraux et le calcul de quelques cas 
particuliers. Mais certaines erreurs nous obligeront à reprendre en 
détail l'exposé de cette question. 

Soit un milieu traversé par des ondes élastiques, qui sont-émises, 
absorbées, ou réfléchies par les parois, suivant des lois données. On 
formera l'expression de l'énergie potentielle de vibration U et celle de 
l’énergie cinétique T. Si / est une des coordonnées du système, il sera 
facile de trouver l’expression de la force L correspondante par la 


méthode de Lagrange [C/. Chap. II, formule (8)]. 


_d ( aT) of , aU, 
va de ue ol Ot 

Si nous prenons les moyennes sur un temps 7 suffisamment grand, 
le premier terme disparaitra, car T reste fini, et l’on aura 


— o0(U—T) 
(1) = ae eee 


Cette formule générale a été appliquée par Lord Rayleigh au calcul 
de plusieurs cas spéciaux. H.-A. Lorentz ('), dans un travail récent 
sur la dilatation des solides, a repris de son côté le calcul des pres- 
sions de radiation exercées par des ondes longitudinales et transver- 
sales. I] a retrouvé, en employant la méthode ci-dessus, des résultats 
généraux en concordance avec ceux de Lord Rayleigh, résultats ph 
nous étudierons et généraliserons à la fin de ce Chapitre. 

Dans le premier article, Lord Rayleigh calcule, en particulier, la 
pression exercée par une onde, se propageant dans un gaz parfait, 
lorsque cette onde se réfléchit normalement sur une paroi rigide. Cette 
pression s’écrit 


(2) | Ap=E=26, 


E étant la densité totale d’énergie des deux ondes élastiques incidente 
et réfléchie, chacune de ces ondes ayant une densité d’énergie €. 


(4) H.-A. Lonenrz, The dilatation of solid bodies by heat (Proceedings Amsterdam, 
vol. XIX, 1917, p. 1324). 
. Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — DÉCEMBRE 1920. ae 52 
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Dans le second article, Lord Rayleigh reprend ce calcul pour le cas 
où le fluide aurait une loi de compressibilité quelconque — 


P=S(p). 


Toujours pour l'incidence normale, il trouve alors que les ondes se 
réfléchissant sur une paroi exercent une pression supplémentaire 


(3) Ap=E( + en); 


la vitesse de propagation des ondes étant V = ÿf’. 

Lord Rayleigh calcule ensuite la quantité de mouvement liée à une 
‘onde; nous reviendrons plus loin sur ce calcul, qui prête à la cri- 
tique. 

. Le résultat de l’auteur est le suivant: une onde se propageant dans 
une direction Ow avec une vitesse V transporte une quantité de mou- 
vement dont la valeur, par unité de volume, est 


Bn es an 


Un autre mode de raisonnement très ingénieux, basé sur l'emploi 
du viriel, permet de retrouver la pression de radiation sous l'incidence 
normale, puis de calculer le cas plus général où des ondes de toutes 
directions, également réparties en tous sens, se réfléchissent sur un 
miroir. Si l’on appelle E la densité totale d'énergie de ces ondes, la 
pression sur le miroir s’écrit 


G) span ($0), 


b. Discussion. — En comparant les formules (3) (incidence nor- 
male) et (5) (toutes incidences), on ne peut manquer d’être frappé par 


le fait que, dans la formule (5), le facteur ; ne porte pas sur le coeffi- 
cient & a Or, si la pression de radiation était due seulement à la varia- 
tion de la quantité de mouvement de l'onde [d’après formule (4)] au 
moment de la réflexion, on devrait trouver un résultat différent; sous 
une incidence ", la pression serait réduite comme cos*y, et la 
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moyenne des pressions d'ondes de toutes directions s’obtiendrait en 
eds. I . oe) à 
prenant cos*y = 3° ce qui donnerait 


Ap=5 py A ANUS E 
P E (+ Les au lieu de E € + ee) 


Il y a là une anomalie, qui n’a pas été remarquée par Lord Rayleigh. 
La cause en est facile à trouver. En reprenant pour le cas d’une inci- 
dence n le raisonnement qui a fourni à Rayleigh la formule (3), on 
trouve facilement 

’ 
(6) Ep =28(costn + É ef ar). 
af 

Cette formule concorde bien, pour l'incidence normale, avec la 
formule (3) et, pour la moyenne d’ondes de toutes directions, avec la 
formule (5). 

Mais alors, il doit y avoir une erreur dans le calcul de la quantité 
de mouvement (4) transportée par une onde. Le raisonnement en est 
très critiquable. La forme d’onde établie par Rayleigh est très particu- 
licre. Les diverses parties de l’onde se propagent avec des vitesses 

‘différentes; l’onde se déforme en se propageant, tout à fait comme 
une vague qui déferle. On vérifiera enfin que l’ensemble du fluide est 
animé d’une vitesse moyenne non nulle : 


ANNE Pane 
at Cr 9 ae 
9 étant la dilatation cubique; il est donc hors de doute que l’évalua- 
tion de la quantité de mouvement transportée par l'onde de Rayleigh 
est inexacte. On peut, très simplement, reprendre ce calcul. Pour 
une onde plane en propagation normale suivant Ox, sans déformation, 
on doit avoir, si u est la vitesse suivant Ox, 


Od :' I du. 
dz Vode 
Or, on a toujours 
06 3 du, 
he div “a= ie 


d’où finalement 


(7) LEA Ta 
27 
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La quantité de mouvement d'un cylindre de base 1°" et de hau- 
teur a, s'écrit 


Phe Ma= f: ude =o f un tude=® f Dose 


£& étant la densité d’énergie de l’onde. La quantité de mouvement 
transportée par une onde est donc donnée par sa densité d'énergie 
divisée par la vitesse de propagation. 

Dans cette onde, les vitesses et dilatations varient proportionnelle- 
ment, mais la pression suit sa loi propre: 


AE) = Jeu 8) =fi—frpo8 + ~fiphe... 


L’onde provoquera done une augmentation de pression moyenne 
dans le liquide traversé - 


| — Po pr oa — 4 
(9) P—Po= fs ET Ce 


Ce qu’on observera, lors de la réflexion sur une paroi plane, sera la 
superposition des deux effets, l'augmentation (9) de la pression 
moyenne et la pression due à la variation de la quantité de mouve- 
ment (8), soit, au total : 


(10) Ap = Ecos’n +E Polo 
afy 


(E=2¢ = densité totale a energte des deux ondes). 


Si le miroir réfléchissant est une palette immergée dans le liquide, 
l'effet observé sera différent. L'équilibre hydrostatique entre les 
diverses régions du liquide exigera que les pressions isotropes soient 
les mêmes en tous points. La densité moyenne ¢, dans le volume 7, 
traversé par les ondes sera différente de la densité p, dans le volume, 
au repos et de telle sorte que l’on ait l'égalité entre p, ct p, c’est-à- 
dire p, + LL à . Sur la palette réfléchissante immergée dans le liquide, 


les pressions isotropes de part et d’autre étant égales, on observera 
seulement l'effet du à la variation de quantité doe mouvement, c’est- 
a-dire 


(11) Ap = Ecos*n 


OO tO Oo ee 


ie med Ts À 


a 
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c. Ondes transversales ou longitudinales complètement diffusées 
(H.-A. Lorentz) ('). — Le calcul des pressions de radiations se trouve 
repris, implicitement, par Lorentz, à propos de la dilatation calori- 
fique des solides. Le mode de calcul de l’auteur est basé sur la for- 
mule (1) de Rayleigh et les résultats peuvent s’écrire, tant pour les 
ondes longitudinales, que pour les ondes transversales complétement 
difjusees : 


- (12) P=E(z+ RE )» 
: 5 


E, densité d’énergie des ondes considérées; V, leur vitesse de propa-. 
gation; ¢, Tena du milieu. 

Nous allons montrer comment on peut calculer la pression de 
radiation d’une onde isolée, tombant sur un miroir sous une inci- 
dence y. Nous retrouverons le résultat ci-dessus en prenant les 
moyennes. 


d. Ondes élastiques réfléchics suivant une incidence donnée. — Consi- 
dérons un volume solide parallélépipédique 


Ot se dr, od VEN, D gk; 


nous supposerons comme conditions de surface celles que nous avons 
déjà introduites au Chapitre I (§ ¢ et d) : déplacements perpendicu- 
laires à la surface nuls, forces perpendiculaires non nulles, forces 
tangentes nulles, déplacements tangents non nuls. 

Ce sont des conditions de réflexion qui permettent, comme nous 
l'avons déjà vu, de traiter séparément les ondes longitudinales et 
transversales. Nous avons calculé tous les modes de vibration propre 
d’un tel volume. Choisissons-en de particulièrement simples, qui 

correspondent à des ondes se propageant parallèlement au plan æ0= 
et se réfléchissant sur les plans s = 0, s = /, sous des angles + x. 


I. Un mode de vibrations de condensation, de ce genre, sera repré- 


ES 


(1) H.-A. LonenTz, Proc. Amst., t. XIX, 1917, p. 1324. — Voir aussi FORSTERLING, 
Ann, der Phys., t. XUVIL, 1915, p. 1127. 
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senté par 


Dr dP i — (t) cos —— joa 
(13) D,= grad P, Pmp 


cos 
l 


avec les notations du Chapitre I [formule (8)]; l'angle n est donné 


par 
m 


m et p entiers | Chap. 1, p. 361, ligne 8]. _ 


II. Les vibrations transversales propres de ce genre seront de deux 
types; l’un vibré parallèlement à l'axe Oy, c'est-à-dire perpendicu- 
lairement au plan d'incidence (cf. I, 13) 

Tps 


TMZ s 
os —— RE | 2 
£ cos 1, y x s 


(14) Die q(t) cos 


III. L'autre vibre dans le plan d'incidence 


if nos res 
= r(£) mich 1, ef igh 
(15) Dees 0, 
la TMXI . Tps 
D., = — r(t) = cos 7, + or og 


On vérifie aisément que la condition de divergence nulle est satis- 
faite par ce mode de vibration. | 

Pour chercher la pression exercée par un de ces modes de vibration 
sur le plan r—/, nous calculerons les énergies potentielle U 
et cinétique T correspondant à cette vibration, dans tout le 
volume ¢ = /,/,1,. 

Puis nous ferons subir au système une petite déformation g qui ne 
sera plus isotrope comme dans le cas de Lorentz, mais qui représen- 
tera un allongement de 1 à 1 + q de toutes les coordonnées et compo- 


santes suivant z. La tension Q correspondante sera donnée par la 
formule de Rayleigh | 
anh.” nr 
(1) {ee 
| af 
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Cette tension Q est immédiatement reliée à la pression de radiation p 
sur la face s = /;, car le travail élémentaire s'écrit 


Qdq ait, l,dz = —pllyl, dq, 


(16) p=— 


igs 


Examinons par exemple le cas de la vibration longitudinale I. Les 
formules (11) et (12) du Chapitre I nous donnent pour les énergies 
cinétique T et potentielle U du mouvement 


M Tin \? rr\°l? 
mr wey Lg Be 2 
v=wal(F) +(e) Te 
on MP fane\* TP \ bes 
r= sr) + (CE) |e. 


Pour prendre les dérivées par rapport à g, nous supposerons 9 et % 
invariables, ainsi que M, masse du corps solide, 


dq = dlogl,=d logv = — dlogp, 
y, volume spécifique; #, densité : ” 
: T2 p? 
. — 92 —— 
0 gmt iy, mn pays ry hy 7 
CNE ere er ee rm 
: uy es 
Ceci nous donne aussitôt 
eee EN 3 OU (“re ; 1) 
7 = — a = — 4 cos*n ). 
ne) dlogt, - A Es 0 log ts 0 loge Jaa 


Tenons compte de ce que T et U s’expriment en fonction de la 
densité d’énergie E, des ondes longitudinales par 


aT = aU = E444 


et les relations (1), (16) et (18) nous donnent 


ee > ent). 
(19) p = B, (cos Tar d logp 


Nous retrouvons les formules (6) ou (10) déjà établies plus haut. 
Le caleul se poursuivrait suivant une voie tout à fait analogue pour les 


27% 
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ondes transversales des deux types II et III. Le résultat est le même, 
la vitesse V, et la densité d’énergie E,, pour ondes transversales 
remplaçant V, et E, de la formule (19). 210 


e. Ondes électromagnétiques. — Nous allons voir que cette formule 
est d’une plus grande généralité encore, et s’applique aux ondes élec- 
tromagnétiques. On sait que les formules générales de Mécanique 
s'appliquent à l'Électromagnétisme, à condition de considérer l'énergie 
électrique comme potentielle, et l’énergie magnétique comme ciné- 
tique. Prenons un volume /, Z,L, limité par une surface réfléchissante, 
et cherchons les modes de vibration analogues à II et Il; ils 
s’éerivent : 


II bis. Champ électrique suivant Oy: 


TMX . Tps 


k,= a(t)sin à 7, 


Le coefficient a nous servira de coordonnée. 

Le champ magnétique devra apparaître comme proportionnel à 4, de 
telle sorte que l'énergie magnétique, proportionnelle à 4°, ait l'aspect 
d’une force vive. 


- 


, . . . = 4 
2'est donc par les deux relations suivantes que nous formerons H : 


at Oh ce 
rot =k divH =o; 
ceci donne 
We fe ow Vo Lien élite TA ee CR de 
x i, mp 7, ame 7? More a(t) 
— = + — — 
A Us Ti de 
(20) ‘ H,. 0, 
l, 
H.=+h Tp TM . Tps. 
| ftp, Gam L, ‘enn ee 7, sin 1, a(t). 


aml," np at 


OO eo 
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L'énergie potentielle U (énergie électrique) s’écrira donc 


(21) U= ff [Sara Fe Ta a 


L'énergie cinétique T (énergie magnétique) aura la forme 


(+2) 
tT=/f{{% BU de dy ds = hh pat ba Es a 2, 
ST 4 ( l, tp l, rm\° 
— —— + — — 
mm l, xp } 
mp _ “fats ph? I À 
= = i, 
8x 4 frp\: ™m 
— + — 
Les dérivées se calculent aisément 
dU y dlogk 
dlogl dloge ]’ 
(SL 2 
oT oe d'log y k? rr 
“HT wt d loge mp\*. (mm 
(HET) 
= d logy k® { 
=T(i+ ERP + 2 cos n) 


On en tire la valeur de Q, en tenant.compte des relations 
T=U=-El/,/ 
—— -——_ 2 1”) a | 2 3° 


Si E est la densité d’énergie totale moyenne des vibrations 


(22) Q= Eh 44 (—costn— — EEE) = PISE 


2 mia ut 
2 dloge Eh (cos Laake 0 loge 
car 
loguk = — log V*, loge =— loge, 


V, vitesse de propagation. Et nous retrouvons bien pour p la formule 
: générale donnée par (19). 


III bis. Le calcul se ferait sans plus de difficulté pour l’autre polari- 
sation possible, c’est-à-dire le vecteur électrique dirigé parallèlement 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII. — DÉCEuBRE 1920. 53 
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au plan :0x. Ce mode de vibration s'écrit : 


l, EMr. PT3 
hr AC mo G sin r 0 
h,;=0, 
, Brin 2 TPs, 
er es sin 7, cos ZL? 
H, = 0, 

sh vi ie TRUE cos PE a(t), 
Tm Tp CA [A 

H. =o } 


Nous ne reprendrons pas ce calcul qui ramène encore à la for- 
mule (19), tout comme dans le cas précédent. 


f. Pression de radiation déduite de la formule de Boltzmann. — La 
formule (19) est valable pour tous les types d’onde. Le résultat s’ex- 


plique, et je veux donner une démonstration unique, valable dans tous 


les cas, en m’appuyant sur la formule de Boltzmann [Chap. II, for- 
mules (22) et (22 bis)]. ; 

Je profiterai de la souplesse du raisonnement pour étendre encore 
un peu la généralité du probleme. Dans tous les cas traités précédem- 
ment, je supposais la vitesse de propagation des ondes indépendante 
de la fréquence v; je vais désormais supposer que la vitesse est 
fonction de cette fréquence v. 

Dans la dilatation d’un système vibrant, le travail recucilli(') s'écrit 


(23) AG — El, 1, A logr =— EA LL, A logy. 


Ceci n’est autre que notre formule de Boltzmann. 
En introduisant la pression de radiation p, on aura 


At = — p dv =— pv dlogl, (vo = ll), 


puisque ¢ et Z varient proportionnellement. Portons cette valeur 


(1) Je récris cette formule avec les notations adoptées dans ce Chapitre où E signific 
la densité d'énergie, et Eli 2/4 est l'énergie totale, que j'appelais E au Chapitre II. 


en 10 


tr ennemie" 
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dans (23) et nous obtenons 


, dlogy 


24 = = * 
Aa) Hire ‘dlogl, 


I] nous faut évaluer cette dérivée. 
Or, dans tous les cas examinés précédemment (§ d et e), la fré- 
quence v est donnée par la formule [Chap. I, formules (10) et (16)] 


Pour une dilatation de l’arête /, “nous trouvons [voir ce Chapitre, for- 
mule (17)] 


5 Ru eS eee Qi APS Ee eee eee 
x. dlogls Ce ey OA AM à as: 
say) 


La différentiation ci-dessus est maintenant a développer, en tenant 
compte de ce que /a vitesse V dépend de |, directement et aussi de la fre- 
quence Ÿ. - | 

Nous avons, en prenant deux variables indépendantes vet lL, 


dlog—. à log = 


dlog~ = Aider D" TS d log 


“Olozy logy 


La première dérivée s'écrit, en introduisant la vitesse de groupe U, 


y y 
DR LaF 
dlogy an: 


Dans la seconde dérivée, v ‘est à considérer comme constant, puisque 
v et 2, sont supposés indépendants : 


y 
PE 0108 V 
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Introduisons maintenant la liaison entre v et /, et nous trouvons 


d log = 
‘ BV _ V dlogy  dlogV. 
(276 diosh  U dlogl,  dlogl, 


Cette expression est, d’après (25), égale à — cos? n. Nous en tirons 
donc 


diogy _ U /dlogV 
dlogl, — TR Kp a). 


Portons cette valeur dans (24), et nous obtenons la formule absolu- 
ment générale 


Pfs | dlogV 
(27) p= VE (costn+ Fee) 
en tenant compte de ce que dlogo = — dlogl,). 
P q §P 8 


Cette formule (27) se réduit bien à la formule (19) dans tous les cas 
où la vitesse V est indépendante de la fréquence v, car on a alors V = U: 


g- Emission et absorption. — Il nous reste à trouver la pression sur 
des plans émetteurs ou absorbants; c'est ce que des raisonnements 
tout à fait élémentaires permettent d'obtenir immédiatement. 


Fig. 5. 
Si 
ARE 


titi 
Sz 
Considérons un volume cylindrique terminé par deux sections nor- 
males $,, S,. Ce volume est rempli d’un corps capable de propager 
des ondes d’un type quelconque. | 
Nous aurons à écrire que, lorsque le corps est traversé par des ondes, 


la résultante des pressions sur les différentes faces est nulle; le volume 
reste, au total, au repos. 


om i iil ieee 
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1° La paroi S, est un miroir parfait. 
La paroi S, émet des ondes normalement à la surface et absorbe 
complètement les ondes réfléchies qui lui reviennent. , 
Soit € la densité d'énergie du rayonnement émis par S,, la pression 
à l'émission étant p? et à l'absorption p” sous incidence normale. L’équi- 
libre exige 
Pat Pe= Pr 


P, étant la pression à la réflexion normale. 


2° S, est émetteur et S, absorbant. 
L'équilibre exige 


d’où finalement 


(28) | Pape = 
Le calcul de la pression lors de l’émission ou l'absorption d’une onde 
oblique n’est guère plus compliqué. 

Considérons une portion de cylindre ayant ses génératri¢es parallèles 
a Os. La base du cylindre est le rectangle 


OT AA, j Oy <b; 


La portion de cylindre est limitée supérieurement par un plan paral- 
lèle à O y et faisant avec Ox un angle n. 

Les parois verticales du cylindre sont réfléchissantes. 

Je suppose qu'une onde plane, de densité d'énergie €, est émise nor- 
malement par le plan xOy. Elle est absorbée complètement par le plan 
supérieur, sur lequel elle tombe sous l’incidencg n. Il se développera 
sur le plan absorbant une pression normale p, et une force tangen- 
tielle par unité de surface p, dirigée dans le sens de la propagation. 
Ces deux pressions p,, p, sont à calculer. Les forces résultantes X, Y, Z 
sur le volume total doivent s’annuler; ceci donne : 


: 0 log V b 3 
PE abe(s + ee + Sosy Wa eos + siun) = 0, 
Y =o parsymétrie, 
.dlogV 0 log V ab 


X=— bed —— + b(c—a tangn)C 


nsinn — J'eCOSN)—0, 
ie (Pa sina /¢cosn) 


0 loge a COS" 
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On tire aisément de ces relations 


d log V: 
d logp /” 


prot (cost + 
(29) = 
Ps = E cosnsinn. 


Fig. 5. 


Tous nos résultats peuvent finalement se grouper en un seul énoncé, 
valable pour ondes élastiques, longitudinales ou transversales, et pour 
ondes électromagnétiques se propageant dans un milieu isotrope. 


1° Lorsqu'une onde se propage avec une vitesse V dans un milieu 
de densité p, elle produit une augmentation de la pression moyenne 
isotrope donnée par la formule 


(30) Ap = £ ——— 


& étant la densité d'énergie de l'onde. 


2° Cette onde transporte une quantité de mouvement; la quantité de 
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mouvement présente à un instant donné dans un volume dx est 
, . x 
(31) N= CV=' dr. 

Ces résultats sont intéressants par leur généralité. De nombreuses 
inexactitudes ont d’ailleurs été dites sur ce sujet : 

A propos de la pression des ondes électromagnétiques, on ne tient 
compte, en général, que de la quantité de mouvement transportée par 
l'onde, et l’on oublie le terme fixe. 

À propos de la qüantité de mouvement d'ondes élastiques, on 
trouve dans Lord Rayleigh une évaluation inexacte. 

Dans leurs calculs au sujet de la dilatation des corps solides ou 
liquides, en fonction de la température, P. Debye, van Everdingen, 
Ornstein ('), Zernike, ont évalué incorrectement la pression de radia- 
tion, en tenant compte seulement de augmentation de pression 
moyenne, et oubliant l’effet des quantités de mouvement des ondes. 
Une erreur s’est aussi glissée dans les calculs de M. M. Brillouin à ce 
sujet. Nous reviendrons d’ailleurs sur ce point en exposant la théorie 
de la dilatation calorifique. 

La seule valeur correcte est celle donnée par U.-A. Lorentz (loc. cit.). 


| CHAPITRE VI. 
: $ , = 
LOI DES ETATS CORRESPONDANTS. — CHALEURS SPÉCIFIQUES. — DILATATION. 


A partir de ce Chapitre, je suppose toujours que les milieux étudiés 
sont sans dispersion, c’est-à-dire que la vitesse V est indépendante de 
la fréquence v et la vitesse de groupe U égale à V. 


a. Une remarque de Rayleigh (?), dans son premier article sur la 
pression de radiation, mérite d’être notée. Il rappelle que la démons- 
tration de la loi de Stefan est basée sur la valeur de la pression de 
radiation. 


(') Proceedings Amsterdam, vol. IX et X, 1917. 
(2) FôrsTenzinG (dun. der Physik, 1915, loc. cit.) a nolé l'intérêt que présente cette 
remarque de Ravleigh, mais l'extension qu’il en donne est incomplète et inexacte. 


» 
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En effet, soit 


E, l'énergie totale de radiation; ¢, le volume; €, la densité d'énergie. 
Pour une petite déformation dy et une variation de température dt, 
le travail et la variation d'énergie interne sont 


d& = p dv, ax = dT +8, 
en supposant la densité d'énergie € fonction seulement de la tempéra- 
ture et indépendante du volume. 

La variation d’entropie s’écrit alors 

d$ = R(p+E) de + à dt, 
T T oT 
Écrivant que dS est une différentielle exacte et remplacant p par son 
expression, on trouve 
. dlogé =(n +1) dlogT, 
d'où 
LS part. 

Pour les radiations électromagnétiques dans le vide, on az = 3, ce 
qui donne la loi de Stefan. Mais il semble que ce même raisonnement, 
appliqué aux corps pour lesquels nous avons trouvé » différent de 3 
doive donner, d’une facon absolument générale, la loi de variation de 
l'énergie interne en fonction de la température. J'ai done repris ce 
raisonnement, qui m'a permis de retrouver, par une voie purement 
thermodynamique, une grande partie des résultats de Debye sur les 
chaleurs spécifiques et ré théorie générale des solides ct liquides. 

Tout d'abord, dans les corps solides ou liquides, l'énergie interne 
(rapportée à la molécule-gramme, par exemple) d’agitation ther- 
mique E ne peut plus être considérée comme fonction uniquement de 
la température. C'est une fonction de T, du volume spécifique, et des 
déformations élémentaires. 

Hya, en outre, à tenir compte de l'énergie potentielle interne, qui 
représente le travail effectué pour comprimer le corps depuis un 
volume de référence jusqu’à son volume actuel ct sa déformation 
actuelle; tout ceci complique notablement les calculs. : 


| 
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Enfin le coefficient 2, que nous avons calculé, dépend de la loi de 
compressibilité du corps; il est donc lui-méme fonction du volume 
spécifique. 

Nous allons voir comment peut se traiter un cas simple, celui d’un 
corps capable de propager un seul type d'ondes. Ce sera, par exemple, 
le cas d’un liquide compressible, conducteur de l'électricité; ce liquide 
ne peut propager que des ondes du type élastique de compression. 


b. Liquide. — Soient v le volume de la molécule-gramme et F(¢) 
l'énergie potentielle interne par molécule-gramme en supposant les 
molécules au repos, c’est-à-dire le corps au zéro absolu. La loi de 
compressibilité élémentaire, en l’absence d’agitation thermique est 


(1) p=- ST =-F(r). 


La vitesse de propagation des ondes longitudinales est V, donnée 
par la formule 


One ion € rar as 
(2) MS ae a =! F*(0). 


Si, à une température T, l’énergie d’agitation est E(v, T) par molé- 
cule-gramme, la pression totale exercée sur le milieu extérieur par le 
corps est 


E /1 0 log V? 
nl A ’ Les Re 2. 7 L 
(ai . P B feds: , (5 oes) 


c’est la superposition de la pression statique et de la pression de radia- 
tion. La formule que naus obtenons ainsi immédiatement n’est autre 
que « l’équation d’état du corps liquide » (ou solide) trouvée par 
Debye et Ratnowsky (‘), qui l'ont obtenue par une voie très détournée, 
comme conséquence de leur théorie des chaleurs spéciliques. Rat- 
nowsky l’écrit 

(3 bis) | Lo +) = ESE, 


(1) P. Desye, Gétlinger H olfskehl Vortrag, 1913. — S. Ratnowsky, Ann. der Phys., 
ts XXX VII, p. 637; /erh. d. D. Phys. Ges., t. XV, 1913, p. 55. 
wéna Ee. Norm., (3), \XXVIL — DECEMBRE 1070, 4% 54 
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1 
Le oNA 
m=V (25) ? 


N étant le nombre d'Avogadro. Ceci donne 


où v,, ala valeur suivante : 


dlogym 1 _ dlogV 


~ dloge 3: dloge 


en concordance avec notre formule. 

Le calcul de Ratnowsky se réduit donc à une simple évaluation. 
correcte de la pression de radiation moyenne. 
Dans l'application de cette formule, il semble que les différents 


auteurs aient souvent oublié le coefficient fixe 5 3 pour ne tenir compte 


que du terme en et oh , qui dépend des écarts à la loi de Hooke. 


c. Mon raisonnement consiste à partir de cette formule, et, par voie 


thermodynamique, à en tirer des résultats tout à à fait généraux sur la 
théorie des solides. 


La formule s'écrit, en introduisant F” au lieu de V, 


ies ; E/2 . dlogF" 
(4) p=—F)—5(F+ 258). 


L’énergie interne totale du corps est 
(5) U(v, T) = E(e, T) + F(¢). 


J'effectue maintenant une petite transformation de, dT; le travail 
élémentaire et la variation d’énergie interne valent 


nn (jt) 
Le] 
dU= SE de + F'de + 2 


Je trouve pour la variation d’entropie l'expression 


as JU +48 _ de dE E(3 ae dE dT 


To Tlo 6\3~* 301ogr)| oF T 
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Je dois écrire que dS est une différentielle exacte, ceci me donne la 
relation 


OK 4, (2 , dlogk” dE d logF” 
(6) p— —E € soles) + , 
x 3 * 201ogr +155 3 oies) Re 


Cette équation se met sous une forme plus simple, en introduisant 
une variable @ 


1 
(7) ’ O — Avi PA, 


log@= ; logy + “ log F” + log A. 


' L'équation devient alors 


dlogE 0 logk 


8 dlogk. 
(8) dlog® * dlogsT 


Mires Oe 


Par le changement de fonctions et variables 
S=logk, x =log®,... ¥=logT, 
J'écris l’équation sous la forme 


of 
Ox foes 


‘ 


Pour cette équation linéaire avec second membre, la solution géné- 
rale s'obtient en ajoutant une solution particulière (f= + à la 
solution générale de l’équation sans second membre 


f=F(a—-y). 
. Ceci me donn@ 
= +F(z— 7), 


où Festune fonction arbitraire quelconque. En repassant aux variables 


primitives, je trouve 


l0gE = l0g9 + F(log® — logT), 
ce qui donne | 


(9) | E=00(7). 


La fonction ® est une fonction arbitraire, c’est-a-dire que les pro- 
priétés spéciales du corps étudié cessent d’intervenir pour la déter- 
28 - 
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mination de cette fonction ®; seules des lois plus générales peuvent 
permettre de la préciser. Il est donc légitime d’affirmer que, pour 
tous les corps de même nature, la fonction ® sera la meme, et nous 
arrivons a la loi suivante : 


d. Loi des températures correspondantes. Cas du liquide. — Soient E 
l'énergie interne’ d’agitation moléculaire, rapportée à la molécule- 
gramme, et @ une température de référence déterminée pour chaque 
corps par la relation générale 


6 — 1 Fr — Av sy, 


A, coefficient universel ; 
V, vitesse de propagation des ondes. 


L’énergie d’agitation moléculaire E doit étre de la forme 


4 


E : : 8 
(9) a= fonction universelle de (7) : 


Je trouve cette loi comme absolument générale, nécessitée simple- 
ment par l'application de la Thermodynamique classique et la formule 
de pression de radiation. 

C'est la loi des températures correspondantes que P. Debye (') avait 
indiquée sur un cas particulier, au moyen de raisonnements par 
quanta. . 


Nous pouvons aussi bien donner maintenant I’expression de la 
densité d'énergie : 


= -_E_ @* ./0\_ T* /@\*./@ 
oF) 5e pue (r)= pv (T) (5): 
Cette formule constitue la généralisation de la loi de Stefan. 
Je justifierai plus loin l’affirmation, qui peut paraitre un peu rapide, 
du caractère universel de la fonction ®, et déterminerai cette fonction 


par les lois générales du rayonnement. 
Il est remarquable de noter que, par ce raisonnement tout à fait 


RE PE TR EE a ee ee ee 8en 


(1) P. Deuve, dun, der Physik, 4° série, t. XXXIX, 1912, p. 798. : 


- 


rite. in 
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général, je fais apparaitre nécessairement, en facteur de la densité 
ae : ; : EVE , = ee 
d'énergie, le coefficient 7; qui est prévu par la loi de Kirchhoff. 


La chaleur moléculaire du corps, à volume constant, est (par molé- 
cule-gramme ) 


' -0E 6 \? 9" 

11 — ——|{—} Pi —\— 

(11) dTTIF (x) d(T)=Me 

(M, masse moléculaire; c,, chaleur spécifique pour 15 du corps), 


c’est une fonction universelle du rapport =. L 


Sous l'influence de la pression de radiation, le corps échauffé sous 
pression constante se dilatera. Nous obtiendrons facilement la varia- 
tion de volume en fonction de la température, en écrivant que la pres- 
sion extérieure totale reste constante : 


P = Po = const. 


Considérons le cas où la pression extérieure est nulle, et nous trou- 
vons [formule (4)] le résultat général ; 


E/à  dlogF" 
Pad Sat BS ete EAN 
(12) Ei PE Ar 
La parenthèse s’écrit 
dlog8 
dlogs 


Développons F’ en mettant en évidence la dilatation cubique à: 
F'= Fi +(e — 0) Fo = Fo + Oro Fo; 
mais F’, est nul, puisque, au zéro absolu, nous supposons la pression 
extérieure nulle. Et nous obtenons la dilatation 6, à partir du zéro 
absolu, par la formule approchée, à basse température, 
| | ÆE dlog® 


a bis) OTE loge 


La dilatation (!) n’est pas proportionnelle à la température, mais 


, ; ë i 
(2) Dans de 1écvuts articles, Griineisen dévelyppo, a partir du résullat général (12), 
une formule de dilatation approchée qui serait applicable dans un intervalle étendu de 
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proportionnelle à l’énergie d’agitation E. Cette formule n’est valable 
qu’aux trés basses températures. Rappelons encore que le fac- 
dlog® 
dlogey 
à la loi de Hooke. | 

On calculerait aussi sans peine la chaleur spécifique à pression 
constante, en tenant compte de la dilatation dans l'expression de 
l'énergie interne. 

Nous terminerons en donnant l'expression de l’entropie (par molé- 
cule-gramme) : 


. I ; : Ryan 
- teur contient un terme constant =, même en l'absence d'écarts 


3) Le) 


T FE 
(13) s=[ ad (æ) de +const.= (+) -{ @ (x) dx + const. 
0 0 ; 


Les résultats précédents ont été établis pour un liquide conducteur 
de l’électricité, capable de propager des ondes élastiques seulement. 
Si le liquide est transparent, il pourra étre aussi le siège d’ondes 
électromagnétiques. On pourra néanmoins continuer à lui appliquer 
les formules précédentes, car la densité d'énergie des ondes électro- 


magnétiques est tout à fait négligeable devant la densité d’énergie. 


i . ‘ I À : 5 
des ondes élastiques, par suite du facteur +; qui y intervient. 


e. Corps solide. — Pour le corps solide, il y aurait à tenir compte 
séparément des deux types d’ondes élastiques et introduire dans 

l'expression de l'énergie potentielle les diverses déformations. Je 
_ n'aborderai pas ici ce sujet sous son aspect le plus général, mais je 
me contenterai d'examiner le cas où le corps solide ne subit que des 
déformations isotropes. | ’ 

L'énergie potentielle du corps sous un volume ¢ pourra s’écrire, 
comme dans le cas précédent, comme fonction de ce volume seul; 
soit F(¢) la valeur de cette énergie potentielle, calculée en supposant 
les molécules au repos dans leur position d'équilibre, c’est-à-dire 
l'absence de toute agitation thermique. 


ee 


température. Cette formule est justifiée pour des liquides; l'appliquer aux solides ne peut 
constituer qu’une approximation assez grossière. Il faudrait tenir compte des ondes trans- 
versales et longitudinales séparément (cf. E. GRÜNEISEN, Ann. der Physik, t. XXXIX, 
1902, p. 257; t. LV, 1918, p. 371, et t. LVIU, 1919, p. 753). ; 
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Le corps est capable de propager des ondes élastiques de deux 
types, longitudinal et transversal. Soient E, et E,, les énergies de ccs 
ondes par molécule-gramme; V, et V,, leurs vitesses de propagation. 
La pression totale exercée par le corps sur l’extérieur s’écrira 


(4) p=—F(e) + = € me Tost) ae (5 Æ ee). 
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a étant une constante universelle. 

La pression s’écrit 

VA ÿ TES ETS eee Sts gees = Dig RE Un bd © LS 
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Cette formule remplacera la formule de Ratnowsky, qui cesse d’étre 
complète lorsqu’on l’applique au cas d’un corps solide, capable de 
propager deux types d’ondes différentes. L'énergie interne totale du 
corps, pour une molécule-gramme, prend la forme 


(15) 3 U=E,,+ E,+ F(¢). 


J'obtiens sans peine, comme dans le cas du liquide, l’expression de 
la variation d’entropie pour une petite transformation dT, de : 
= (OF _E dloge,) ok, at 
ere or ide ee aloe ) "à EE 
dy (SE Ey, 0 ee) 0E;, dT 


de +  dloge OT T 


Les termes relatifs aux ondes transversales et ceux relatifs aux 
ondes longitudinales se séparent. Pour écrire que dS est une différen- 
tielle exacte, je trouve alors deux équations séparées : 


0 logE, a logE, pees 

0 log 9%, 0 logT aig 
in) dlogE,, , dlogE,, 

ed ae er — —(—=0; 

dlog@;, 0 logT 


Ce qui me donne finalement, en appliquant la méthode de résolution 
28% 
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indiquée pour l’équation (8), 


‘@ 
E, = @0,( 7), 


(17) 
E,— Oy ®,, (+) | 

f. Loi des états correspondants. Corps solide. — Les propriétés parti- 
culiéres du milieu et du type d'ondes apparaissant uniquement dans 
l'expression des 6, il semble naturel, tout comme dans le cas de 
l'équation (8), de considérer les deux fonctions ®,, et ®, comme des 
fonctions universelles, analogues à la fonction ® introduite dans le 
cas du liquide. Je justifierai cette affirmation à la fin du Chapitre et 
donnerai l'expression des fonctions ®. 

Nous trouvons l'énergie d’agitation thermique par molécule-gramme « 
sous la forme 


° * 6, 8, 
(17 bis) | E=0,@, (% T + e,æ(+) : 


et la densité d'énergie 


abs LE 1: 8,1  T: 
(8) = ag (4) M(t) + ave (re) 27) 

Les deux termes relatifs aux ondes longitudinales et transversales - 
eon séparés. Chaque terme a, en facteur d’une fonction universelle * 


de® a le coefficient T* (loi de Stefan généralisée) et le coefficient V-" 


(loi de’ Kirchhoff généralisée). Nous pourrons rapprocher cette 
expression des formules établies aux Chapitres III et IV par la loi de 
Kirchhoff. Ces formules montrent que, à yitesse de propagation et 


| 
: 
| 
fréquence égales, les ondes transversales ont une densité d’ énergie 


double de celle des ondes longitudinales. Ceci nous dunnera 
(19) ®,.=2®,, 
ce qui a pour conséquence 


(17 ter) E=6,®, (a)+ 20, (Te); 


~_ T° /8\', (8, TY /8,\: /@,, 
Cab = (Tr) OF) +2 aye (Ft) (4): 
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L’entropie par molécule-gramme s’éerit 


M); Oi, 
os re | 
(20) s=f xr, (2x) dx +" af LD) (2) dx. 
0 
La chaleur spécifique à Are constant c, a pour valeur 


0, 0, 0, 0, 
2 M — 2 2 J 
Be ni (Sy #()- (Tr) #0) 
M, masse moléculaire. $ 
- Ce facteur intervient, car on représente en général par c, la chaleur 
spécifique, c’est-à-dire la chaleur rapportée à 1% du corps. 
La dilatation, à partir du zéro absolu, sous pression extérieure 
nulle, aura pour expression approchée à basse température 
de I (e à log @,,. oa Oe 


(22) dE. — SS TL 
9 caro \ dloge, “dloge 


J'ai obtenu ces résultats par yoie uniquement thermodynamique 
classique. Ils sont donc valables en toute généralité, quelle que soit 
la forme adoptée pour la fonction niiversélle ®. 


. 


g. Résumé. — J'ai trouvé, et c’est là un point à noter, que pour le 
corps solide, les termes relatifs aux ondes longitudinales et aux ondes 
transversales, doivent se séparer dans toutes les formules. Les deux 
températures de référence sont définies par 


me Je MT 
O0,—a\,r *, G—=a\; mm", 


a, coefficient universel; 

V,, V,, vitesses de propagation des ondes longitudinales et transver- 
sales; 

y, volume de la molécule-gramme. 


Rappelons que le point de départ de notre raisonnement est!’ expres- 
. sion de la pression de radiation moyenne des ondes, expression 
es par un raisonnement purement mécanique. 

La seule hypothèse introduite est celle, très logique, qui consiste a 
admettre que l'agitation thermique d'un corps peut se décomposer 


Ann, Ec, Norm., (3), XXXVIL, — DécemBrE 1920, 99 


434 LEON BRILLOUIN. 


suivant toutes les vibrations propres du corps. Nous pouvons dire, ce 
qui revient au même, que nous avons admis que l'agitation thermique 
était analysable en ondes élastiques se propageant en tous sens dans 
le milieu, ondes auxquelles sont applicables les lois générales d’élas- 
ticité. = | 

Une hypothèse restrictive a consisté à ne pas tenir compte de la 
fréquence de cés ondes et à admettre que toutes les ondes ont une 
vitesse uniforme de propagation, quelles que soient leurs fréquences. 

Le raisonnement pourrait d’ailleurs se généraliser, si l'on voulait 
tenir compte d’une dispersion, c’est-à-dire d’une variation de la 
vitesse V en fonction de la fréquence; mais, jusqu’à présent, il n’a pas 
été nécessaire d'introduire une telle hypothèse. 


h. Interpretation. Fréquences limites. — La théorie de P. Debye (') 
pour les chaleurs spécifiques va maintenant nous apparaitre comme 
cas particulier de nos résultats généraux et nous permettre de fixer la 


forme des fonctions universelles (5) d() 


Nous avons étudié au Chapitre III l'énergie que prennent, dans 


un corps à température T, les ondes élastiques de fréquence v (à dv 
près). 

Nous avons démontré la loi de Kirchhoff généralisée et trouvé que 
la densité d'énergie des ondes élastiques longitudinales doit s’écrire 


An fy 
23) t dy = Fl 2 ds 
(23) C,dy \; F(r)#. 


la densité des ondes élastiques transversales étant - 


ie ST /y 
ond = F(z) 


V,,, vitesse des ondes transversales ; 
V,, vitesse des ondes longitudinales. 


mm 


(1) P. Despre, Ann. der Physik, 4° série, t. XXXIX, 1912, p. 789. — Autres réfé- 
rences antérieures : A. EINSTEIN, Ann. der Physik, t. XXI, 1907, p. 180; t. XXXV, 


1911, p. 679. — Neanst el LiNDEMANN, Berl. Ber,, 1910, p. 26, et Zeitschr. f. Elektro- 
chemie, 1911, p. 817. 
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à . = Ÿ 2 . k o ' 
La fonction F (x) est une fonction universelle, pour laquelle les 
raisonnements de Planck conduisent à l’expression | 


/ i y h 
ic ; (=a 
| AUTRE 


Nous avions, en outre, établi, par le calcul des fréquences propres, 
que le nombre de degrés de liberté de fréquence v (à dy près) est, pour 
un volume unité, de 


ee 

a AT 9 P : : 

| ado; V3 dy, — pour les vibrations de condensation; 
(ae ve | 


a Ev? : = 
| AN y= V3 dy, pour les vibrations transversales. 
| dr 


Ces résultats ont été obtenus. en toute généralité et sont valables 
quelles que soient les valeurs des vitesses de propagation V,, V,,. 

Pour pousser plus loin, il nous faut maintenant tenir compte de la 
structure du milieu solide, et de sa constitution granulaire. 

Une méthode consiste à introduire des hypothèses de structure el 
des forces intermoléculaites convenablement choisies. C'est la voie 
suivie par Born et Karman (!). Une autre méthode, indiquée par 
Debye, consiste à admettre une vitesse constante de propagation pour 
les ondes de toutes fréquences, mais à tenir compte de ce que le 
milieu ne peut propager des fréquences trop élevées. 

Dans un milieu à structure granulaire, dont les grains (molécules) 
sont à une distance moyenne d, cela n’aurait plus aucun sens de 
parler d'ondes élastiques ayant une longueur d'onde inférieure à 2d, 

Cette demi-longueur d'onde minima, d, est de l’ordre de grandeur de 


4 
ae 
(x): 
4, volume de la molécule-gramme ; 
N, nombre d'Avogadro (nombre de molécules par molécule-gramme ). 


I par ee are ee ae nen nee ee ee aE Ener TET MTaErE 


(!) Bon ct Kanaan, Lys. Zeitschr., L NUT, 1912, p. 297. — Born, Dynamik der 
Kristallgittern, Teubner, 1915. 
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Pour la calculer exactement, nous tiendrons compte de ce qu'il 
faut retrouver 3N comme nombre des degrés de liberté de la molé- 
cule-gramme. Le nombre des degrés de liberté ayant une fréquence 
égale ou inférieure à une valeur v donnée est 


cr À in | 8 
x =(i $ Vi) 


- Posons 9% == 3N et nous obtenons la EU limite Yn? wy 


1 
pt La à ad ju M 
(2 E = “a 


C'est la formule employée par-Debye, qui suppose que les ondes 
élastiques longitudinales et transversales ont une même fréquence 
limite y,,. Il semble plus logique de supposer que c’est la longueur 
d'onde limite qui est égale pour les deux types d’onde. On aura alors: 
deux fréquences limites distinctes : 


1 
LED 3N \3 
pour les ondes longitudinales, Vin \ tes ; 
quae 
(26) - 
+ RTS 3 
pour les ondes transversales, me Nul) 5 
AT 


le nombre des degrés de liberté est toujours de 3N au total. 


Dans un liquide, capable de propager seulement des ondes longi- 
tudinales, on posera 


1 
: aN \? 
(27) Yim = \ (2) 


pour retrouver encore 3N comme total. | 
Les résultats seront tout à fait voisins, pour le cas des solides, si 
l'on emploie l’une ou l’autre des formules pour déterminer les fré- 


quences limites, mais la seconde méthode est certainement plus 
logique. 
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Elle est en outre justifiée par les raisonnements généraux qui nous 
-ont montré que, dans le corps solide, les termes relatifs aux ondes 
longitudinales et aux ondes transversales doivent se séparer entiè- 
rement. ; 


A s 

&- Expression des fonctions ®. — Nous trouvons dès lors la den- 
sité totale d’énergie des ondes élastiques en intégrant de o à w,, pour 
les ondes longitudinales, et de o à v,-» pour les ondes transversales 


(28) DRE LE “ae( dps 82 id le dos 
| Vi J, T Vi) 7)" 


De sorte que nous retrouvons les mémes formules générales, 
auxquelles nous avait conduit notre raisonnement primitif, en posant : 
Pour le solide, 


‘ a: . 
3 
| 6, — Den BV Se (Ge) , 


FA ñ 
(29) gi ts 


1 
Th 
| Bin BV, (as) . 
Par rapport aux notations des formules (14), ceci s’écrit 
| 3N\3 
(30) 2=6 (=) . 


La fonction universelle ®, s'exprime en fonction de F par la relation 


a ®)(x) = AT £) dé avec pun? ES 
(31) NB” RER EF(£) dé, TT + T 


Cette relation s'obtient aisément par la comparaison des for- 
_mules (18 bis) et (28) pour la densité d'énergie des rayonnements 
élastiques. 

Pour le liquide, on posera 
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Et Ja fonction universelle relative au liquide a pour valeur 
(33) b— 30, 


J'étais donc bien fondé d'affirmer, au début de ce Chapitre, que les 
fonctions ®,®, étaient universelles. Mon raisonnement général les 
laissait indéterminées, mais les lois thermodynamiques du rayonne- 
ment, telles que nous les avons généralisées aux Chapitres III et IV, 
permettent d’établir une relation simple entre les fonctions ®, ®, 
et la fonction de Wien pour le rayonnement du corps noir. Les for- 
mules générales établies sont tout à fait indépendantes de la théorie 
des quanta. Voyons maintenant la forme que prennent ces résultats 
quand on y remplace la fonction arbitraire F par celle qu’indique la 
formule de Planck - 

| oF (R)= res , 
IT 


e 


Le coefficient 5 dans les formules (29) et (32) sera posé égal à 


Et nous obtenons finalement 


pare zr “adn 
(31 bis), (33 bis) J Oe) = di (2) = 8R | Fer 

t. Comparaison avec les résultats expérimentaux. — Les formules 
sont susceptibles de vérifications expérimentales. Les mesures ont 
surtout porté sur les chaleurs spécifiques. Dans son article de 1912, 
P. Debye donne plusieurs exemples, pour lesquels les concordances 
sont très bonnes. La forme de la courbe des chaleurs spécifiques est 


très exactement représentée par une formule du type Debye pour les : 


corps suivants : aluminium, diamant, cuivre, argent, plomb. D'après 
les courbes, on peut calculer les températures de référence pour ces 
différents corps. ans 

Le calcul a été fait par Debye en utilisant la formule à une fréquence 
limite unique. Les résultats ne seraient pas trés différents avec deux 
fréquences distinctes. Le Tableau ci-après donne, a côté des @ 


a 


gent me 


ee 
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observés, les valeurs de © calculées par la formule de Debye : 


1 
h {3N\° wan yt 2 
On TES 3 = | = — |: 
(VF) i Gy, sa i) 


Ona pris pour bases du calcul les vitesses de propagation V,, V,, 
observées sur des ondes à très grande longueur d’onde (ondes acous- 


tiques). Néanmoins, les @ calculés et observés sont en assez bonne 
concordance, sauf pour le plomb : 


Al. Cu. Ag. Pb. 
MLODSEFYE re 396 309 219 95 
@ calculé........ 399 329 212 72 


Le plomb étant un des corps pour lesquels la vitesse de propa- 
gation des ondes transversales est très variable avec la température, 
l'écart n’a rien de trop surprenant. Une théorie plus complète serait 
nécessaire, pour tenir compte de la variation de la vitesse de propa- 
gation avec la fréquence, et de l'influence de l'agitation thermique 
générale sur la vitesse de propagation d’une onde de fréquence 
donnée. 

Les formules relatives à la dilatation du corps en fonction de la 
température sont plus difficiles à vérifier, car elles font intervenir les 
écarts à la loi de Hooke, et les mesures font en général défaut sur ce 
point. | 

La théorie dela dilatation a été indiquée tout d’abord par P. Debye (*) 
qui indiquait nettement le role joué par les écarts à la loi de Hooke, 
mais ne semblait pas avoir vu le terme constant qui existe dans tous 
les cas. Nous avons noté, dans le Chapitre V consacré aux pressions 
de radiations, les erreurs de calcul nombreuses qui existent, à ce - 
sujet, chez divers auteurs. G 

Un exposé intéressant de la question parut dans les rapports (?) au 
deuxième Congrès Solvay à Bruxelles. M. M. Brillouin (*) donnait une 
TS MS 


«@ DepyE, Vortriage über kinetische Ti heorie.... B.-G. Teubner, 1914. : 
(2) Deuxième Congrès de Physique Solvay, 1913 (Hayez, Bruxelles); GRÜNEISEN, 


Molekulartheorie der festen Kürper. 
(3) M. BRILLOUIN, Journal de Physique, novembre 1914; Annales de Physique, 1914, 


p. 13-433. 
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théorie complète non seulement de la dilatation, mais des propriétés 
générales du solide. Cet article contient d’ailleurs une erreur dans le 
calcul de la pression, de sorte que seul le terme dépendant des écarts 
à la loi de Hooke y apparait; la question de la dilatation a fait l’objet 
d'une thèse de van Everdingen ('} et de plusieurs travaux de Ornstein (*) 


et Zernike (*). La théorie la plus satisfaisante est celle indiquée par 


H.-A. Lorentz (*) qui a calculé une valeur exacte pour la pression de 
radiation; nous avons rappelé cette théorie au Chapitre V; une théorie 
analogue a été développée par Fôrsterling (*). 

La théorie complète de la dilatation est difficile à vérifier, à cause 
des écarts de la loi de Hooke qui y interviennent et sur lesquels nous 
manquons de mesures. Un fait en revanche est contrôlable, c’est que 
la dilatation d’un corps est proportionnelle, aux basses températures, 

au contenu d’énergie du corps. Des mesures à ce sujet ont été faites 
par Réntgen (*) et Dembowska sur le diamant, et donnent une bonne 
concordance. Les résultats de mesures faites sur le cuivre par 
Dittenberger, Henning et Lindemann (7) sont aussi très satisfai- 
sants. 

Le calcul du coefficient de dilatation, à partir des données élastiques 
du corps, a été tenté par Lorentz, dans l’article déjà cité. Malheurcu- 
sement, sur aucun corps, on ne possède les mesures des écarts de la 
loi de Hooke pour les deux coefficients À ct w. Un seul des deux 
cocfficients, ou une combinaison d’entre eux, a été étudié, et l’on en 
est réduit à admettre que les deux coefficients À et w varient propor- 
tionnellement, ce qui est très hypothétique. 

Der es Ro Mt amit alent da tite toons, Tete reese à 
(1) Van EVERDINGEN, Proefschrift, Utrecht, 1914. 
(2) Ornstein, Proceedings Amsterdam, 1912, p- 983. 
(3) OanSTEIN et ZERNIKE, Proceedings Amsterdam, n°’ 9-10, 1917, p. 1289, 1304 et1312. 
(+) Lorentz, Proceedings Amsterdam, n°* 9-10, 1917, p. 1324. 
(5) Forsreruinc, dun. der Physik, t. XLVI, 1915, p. 1125. . 
(5) W.-C. RÔNTGEN, Sitz. ber. München, 1912, p. 381. 
(7) Ann. der Phys., t. XXXIX, 1913, p. 287. 
Sur la théorie générale des solides, on consultera aussi : A. Eucken, Verh. d. D. 


Phys. Ges., L. XV, 1913, p. 571; GRÜNEISEX, Verh. d. D. Phys. Ges., t. VIII, 1906, 
Pp. 469; t. XIU, 1911, p. 386; Ann. der Physik, t. XXII, 1907, p. 844; t. XXXIX, 1912, 


‘ 


Reno p= 
P- 257; SCHULZF, Sits. ber. Marburg Ges., 1909, p. 224. L’exposé de Griineisen au 
deuxiéme Congrés Solvay, 1913, contient de nombreuses références sur ces sujels. 


A 
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L . ° Dy 
D'après des mesures de Lussana(') et Poynting (*), Lorentz calcule 
le coefficient de dilatation pour les corps suivants : 


Calculé. Observé. 

Lussana : Plomb.......... 0,00022 0 ,00008 
» PEARS J Rott: 0 ,00027 - 0,00006 
Poynting: ~ Aciersto: .25,! 0,000032 0, 000033 
» AGIR EE 0,000036 0,000033 

» ROAGUEEV EG. etes 0,000028 0,00001 


. La concordance n’est bonne que pour l’acier, mais les mesures qui 
servent de base au calcul étant tout à fait incomplètes, il n’y a pas lieu 
de s’étonner de trouver des écarts considérables. 

Griineisen (références p. 430) compare de récentes données expé- 
rimentales avec une formule de dilatation; la démonstration corrigée 
qu'il donne dans son article de 1918 est rigoureuse pour un liquide, 
mais la formule est incomplète pour les solides; elle n’a plus qu'une 
valeur empirique. | 

Une théorie très satisfaisante, en concordance avec cet exposé, a 
été tout récemment donnée par Forsterling (°). 

La théorie complète des cristaux exige la connaissance de leurs 
différents modes de vibration; déjà la courbe des chaleurs spécifiques 
est difficile à obtenir avec précision. Les calculs complets des vibra- 
tions de.réseaux cristallins ont été donnés par Born et Karman (*); 
un essai particulièrement intéressant est celui tenté récemment par 
Born (5): partant de la structure du réseau cristallin du diamant, telle 
que la donne Bragg d’après l'étude aux rayons X, il calcule les vibra- 
tions et la chaleur spécifique du diamant. Malheureusement, les 
résultats finaux ne sont donnés que sous forme de développements 


un peu pénibles. 


+ 


(1) Lussana, Mesures prises dans W. Scnut, Proefschrift. Utrecht, 1912. 

(2) Peyntine, Proceedings Royal Society, 1. LXXXVI, 1912, p. 534. 

(3) K. Forsrertine, Ann. der Physik, t. XI; 1920; pr 575: : : 

(+) M. Bonn et Karman, Phys. Zeitschr., t. XII, 1912, p. 297: t. NIV, 1913, p. 15 
et 65. Voir aussi le livre d’exposé d'ensemble de Born. 

(5) M. Born, Ann. der Physik, t. XLIV, 1914, p- 605. 
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L'étude des corps solides polyatomiques a aussi été tentée ('); il 
faut alors tenir compte, dans l'énergie interne du corps, de l'énergie 
des ondes élastiques représentée par une formule du type Debye, et 
de l'énergie de vibration interne ou rotation des molécules, énergie 
qui se représente par une ou plusieurs formules du type de Planck 

hy 


hv 


Nous n’insisterons pas sur ces résultats, qui nous écartent trop de 
notre sujet principal. | 


CHAPITRE VII. 
CONDUCTIBILITÉ CALORIFIQUE. 


a. Nous avons, dans les Chapitres précédents, étudié les lois du 
rayonnement élastique thermique dans un corps matériel solide ou 
liquide. Nous pouvons résumer nos résultats par la formule suivante : 
La densité d'énergie de des rayonnements de fréquence v (à dv près) 
dont les directions de propagation sont comprises dans un angle 
solide dQ est, dans l’état d'équilibre isotherme, 


3 r 3 
(1) de = T5 F(x)dr de =D Lu dy dQ. 
efT__y 


Lorsque l’on considère des ondes transversales, cette formule 
donne la densité des ondes ayant une polarisation donnée. It faut la 
doubler si l’on veut tenir compte de toutes les polarisations possibles: 
V est la vitesse de propagation des ondes. 

Nous avons, dans le Chapitre précédent, considéré cette vitesse de 
propagation comme une constante, indépendante de la fréquence, 
pour toutes les fréquences inférieures à la fréquence limite v,,. Et 
er der Nererre-cett-Mreie RE it et 

(1) Nernst et LINDEMANN, Sitzungs .ber. Berlin, 1912, p. 1160. — EUcKEN et SCHWERS, 
l'erhand. d. D. phys. Ges., 1. XV, 1913, p. 578. — Nernst, Congrès de Physique Solvay ; 
Porträge über kinetische Theorie, Gültingen, 1913. — LiNDEMANN, Phys. Zeitsch., 
1912, p. 737. — R. Ewatp, Ann. der Phys., t. XLIV, 1904, p. 1213, donne de nom- 
breuses mesures de chaleurs spécifiques. 
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nous avons admis qu’au dela de cette fréquence limite, aucune onde 
ne pouvait se propager. Cette séparation brusque, à la fréquence 
limite y,,, a quelque chose de trop arbitraire, et pour certains raison- 
nements, ce serait une définition mal commode. Aussi avons-nous 
préféré introduire dans notre formule ci-dessus, un coefficient de 
dispersion. A(v, T), comme l’a fait aussi M. M. Brillouin dans ses 
articles sur la théorie des solides. 

Ce coefficient permettra de tenir compte de la fréquence limite v,, 
et de la dispersion. 

Si V(v, T) est la vitesse de propagation réelle d’une onde”de fré- 
quence v à une température T et V la vitesse moyenne introduite 
dans notre formule, on définira le coefficient A(v, T) par la relation 

j mn Ww 
(2) ARR Easel PSR CTE i 
U, vitesse de groupe. 

On retrouvera les résultats de la théorie simplifiée de P. Debye en 
posant, à chaque température T, 

LA = pour CRE ing 


2 bis 
ee | A=o pour Ym << Ys 


- Pour certains problèmes, cette définition brutale sera mal com- 
mode, car elle introduit une variation discontinue pour y = v,,. Nous 
la remplacerons par celle-ci : 


(3) . { A(», Drew. 


Dans ces conditions, et grace à l'introduction du coefficient A, la 
formule générale que nous avons écrite nous donnera la densité 
d'énergie d’une onde de fréquence quelconque, et nous écrirons nos 
intégrales par rapport à y de o à + 2. 

La densité d'énergie totale des ondes de toutes fréquences et toutes 
directions, dans l’état d'équilibre isotherme, s’écrira 


wi cn ret poe 
Cait f A(y, 1) = dr. 
D en; 
Lorsque le corps change de température à un volume constant, la 
fréquence limite v,, est indépendante de la temperature. Mais lorsque 
29 
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le corps se dilate en même temps qu’il s’échauffe, ou en général subit 
une variation de volume pour une raison quelconque, la fréquerice 


limite v, varie, et A(v) aussi. Il faudra pouvoir tenir compte de ces 


variations. 

Nous voulons montrer comment il est possible d’étudier les corps 
écartés légèrement de l'équilibre isotherme. Nous envisagerons 
d'abord le cas où les différentes parties du corps n’ont pas la mème 
température. En traitant le cas où il existe un gradient de tempéra- 
ture, pas trop rapide, nous arriverons à définir la conductibilité calo- 
rifique du corps. L'étude d’un corps, dont certaines portions présentent 
de petites vitesses d’ensemble par rapport aux autres, nous permettrait 
de trouver un terme de viscosité. Dans tous ces problèmes, nous sup- 
poserons en première approximation que chaque élément de volume 
_pris isolément est dans l’état d'équilibre thermique, et que la for- 
mule (1) représente toujours la distribution du rayonnement. C'est 
une hypothèse analogue que l’on introduit, dans la théorie cinétique 
des gaz, pour l'étude de ces mémes problèmes : conductibilité calori- 
fique et viscosité. On suppose, qu’en chaque point du gaz, la loi de 
répartition des vitesses de Maxwell est satisfaite. 

Ici nous aurons à parler, non de vitesses des molécules, mais de 
densité d'énergie des rayonnements. Le rayonnement transporte de 
l'énergie; il ris aussi une quantité de mouvement. Ce sont ces 
deux propriétés qui lui permettent de jouer un rôle important dans la 
conductibilité calorifique et la viscosité. 

Il peut naturellement y avoir d’autres effets qui coopèrent à la 
conductibilité, et il peut exister des forces visqueuses indépendantes 
de celles dues au rayonnement. Nous n’examinerons pas dans ce 
Chapitre ces autres points de vue, nous ne prétendons donc pas 
donner des formules qui représentent la valeur réelle de la conducti- 
bilité et de la viscosité, c’est simplement la contribution du rayonne- 
ment à ces deux propriétés qui nous intéressera. 

C'est du printemps de 1914 que datent mes résultats à ce sujet; une 
Note aux Comptes rendus('), parue à cette époque, contenait un 


(1) L. BritrouiN, Conductibilité calorifique et viscosité des liquides monoatomiques 
( Comptes rendus per Sc., juillet 1914). 
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résumé des modes de raisonnement et les formules finales obtenues. 
La guerre est venue interrompre complètement cette étude. L’exposé 
que j'en donnerai iei diffère assez notablement des indications de la 
Note aux Comptes rendus. | 

Une étude un peu antérieure de P. Debye sur la conductibilité calo- 
rifique avait fait l’objet d’une conférence à Gôttingue en 1913, confé- 
rence publiée seulement en 1914 (‘) et dont j'ai eu connaissance 
apres avoir moi-même obtenu des résultats sur ce sujet. Le calcul de 
P. Debye est d’ailleurs un peu grossier. Il assimile le rayonnement 
thermique à un rayonnement ayant une fréquence donnée, la fré- 
quence limite v,,; il y a en outre une erreur de calcul que nous signa- 
lerons plus loin. Debye a voulu dans cet article évaluer le libre par- 
cours moyen des ondes en tenant compte du role des fluctuations; 
cette partie de la théorie est très douteuse, et a été l'objet de criti- 
ques justifiées de la part de Ornstein et Zernike (*) et de Schré- 
dinger (*). 

) 

c. Absorption et émission. Libre parcours moyen. — Nous étudierons 
donc ces questions en introduisant un libre parcours moyen des 
ondes ou, ce qui revient au méme, un coefficient d’absorption. Nous 
ferons la théorie de la conductibilité calorifique sans nous occuper 
de l'origine de cette absorption et réserverons pour plus tard la 
discussion des origines de l’absorption et des différentes causes qui 
peuvent la produire. 

Nous traiterons d’abord le cas d’un corps capable de propager un 
seul type d’onde. Ce sera par exemple un liquide, où peuvent exister 

“des ondes longitudinales. Il sera ensuite facile de généraliser les for- 
mules finales pour le corps solide, le role des ondes transversales 
s’ajoutant simplement à celui des ondes longitudinales. 

Soit a(v, T) le coefficient d'absorption des ondes de fréquence v à 
une température T. Une onde plane d'intensité | traversant une 


(1) lorträge über die kinetische Theorie der Materie und der Elektrizuat, B.-G.Teubner, 

1914. } j 
(2) L.-S. ORNSTEIN et ZERNIKE, Proceedings Amsterdam, n° 9 et 10, 1917, p. 1299. 
(3) SCHRÜDINGER, Ann. der Physik, t. XLII, 1914, p. 916. 
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couche d'épaisseur d/ subit un affaiblissement 


dl 


Si le corps est absorbant, il doit en méme temps émettre des ondes 
de toutes fréquences, de telle sorte que, dans l'état d’équilibre 
isotherme, la densité d’énergie moyenne des ondes reste invariable. 

Un volume dz = dS dl du corps est traversé, en une seconde, dans 
une direction définie à dQ pres, par un rayonnement de fréquence 
v(dy) ayant une intensité 

\ 


Av? .f/y d | 
oak (5) dS ds dQ, 


la portion d'énergie absorbée en une seconde par le volume est 
(5) d¥ 4p; = aV—Av® F (+) dS dl dy dQ. 
Il faudra que ce volume dt émette, à la température T, un rayonne- 


ment égal. Ceci permet de définir le coefficient s d'émission par centi- 
mètre cube du corps. 


L'énergie dE,,, émise par un volume dz dans les directions com- 


prises dans un angle solide dQ, et pour une fréquence v(4y) est 
(6) dE em = 2(v, T) dz dv dQ. 


Et l’on a la relation suivante entre ¢, wet F: 


, 
oy 


(7) e=aV-Ay! F(%): 


L'hypothèse que nous ferons pour les états peu troublés sera alors 
la suivante : 

Le pouvoir émissif ¢ et le coefficient d'absorption « de chaque 
volume élémentaire d= sont les mêmes que dans l'état isotherme. 

L'émission de rayonnement se fait également dans toutes les direc- 
tions. Mais le rayonnement qui traverse l'élément de volume n’est pas 
isotrope, sa répartition dépendant de l'état des éléments de volumes 
qui entourent le volume considéré. 

Une remarque s'impose au sujet de la variation des coefficients & 
et ¢ pour des fréquences de l'ordre de la fréquence limite y,,. Le coef- 
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ficient d'émission € s’annule pour des fréquences supérieures dev, 

car A s’annule dans ces conditions. Il v aura donc une variation 
très rapide du coefficient ¢ au voisinage de v,,. Le coefficient « au 
contraire peut varier de façon continue. Une onde de fréquence supé- 
rieure à y,, pourra pénétrer dans le liquide et y effectuer un certain 
parcours avant d’être absorbée et de disparaitre. Mais il est à croire que 
le coefficient d'absorption « augmente très rapidement lorsque la fré- 
quence y devient notablement supérieure à v,,, de sorte que des ondes 
à très haute fréquence ne pourront quasiment point pénétrer dans le 
liquide et seront absorbées très rapidement. 


d. Conductibilité calorifique d’un liquide. — Considérons un corps 
dans lequel la température varie linéairement suivant une coor- 


donnée, z par exemple, 
T=T,+ 03. 


Nous voulons calculer le flux d'énergie qui traversera un élément 
de surface dS perpendiculaire à la direction Oz. Prenons des coor- 


i 


Fig. 6. 


données polaires », 9, 9 autour du point O. Tous les éléments de 
volume dz, situés à une même distance ¢ dans des directions faisant 
des angles: égaux avec Oz, envoient des énergies égales dans la sur- 
face dS. Gtoapons done ensemble tout le ère toroidal ainsi défini 


dz = at sin?p?do do, 
à 5 C0: 


29% 
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L’angle solide dQ, sous lequel on voit dS d’un point quelconque du 
volume d7, est 
ds coso 


2 
p 


aQ= 


Le volume dz émet par seconde, dans cet angle solide dQ, uné 
énergie rayonnante de fréquence v(dv) donnée par l'expression 


(8) gE VA du F( 5 az AT 


T 
ce qui se développe, en tenant compte du gradient de température 


O(a V—-2Av PF) 
ei) HT AMEL 
ST dr dy 


td dy dS ar sing cosg dp dg. 


(8 bis) dba [ave ASF, + bpcoso 
= [a VA, %F, + bpcosy 


Nous obtiendrons l'énergie émise (') par tous les éléments de volume 
en faisant varier ¢ deo à + æ et go de o à 7. 

Nous devons maintenant compter quelle proportion de ce rayonne 
‘ment atteindra-la surface dS après avoir traversé l'épaisseur’ p de 
milieu absorbant. Comme la température n'est pas uniforme, il faut 
tenir compte de la variation du coefficient d'absorption avec la tem- 


(1) Une erreur se trouve dans Debye (Güttingen, 1914, loc. cit., p. 48). Debye assimile 
la quantité dE à un « courant de chaleur », qu il multiplie de nouveau par cose « pour 
en prendre la composante suivant O.r ». Ceci n'a pas de sens, et aurait amené cet auleur 
à un résultat nul, s’il n'avait compensé cette erreur par une faute de signe dans le calcul 

: dS cos di F : 
des intégrales. Par la formule d2 = ——t, nous avons déjà attribué un signe a 


ry 


l'angle solide dQ, puisque tous les angles solides correspondant à 0 <e 


ÂÀ 


comptés avec le signe + et tous ceux qui correspondent à : <o<7r ont le signe —. 


On vérifiera d'ailleurs aussitôt que le flux total d'énérgie à a travers la surface dS 
s’annule bien quand tout le corps est à la température To, tandis que si l’on multiplie par 
cos? comme l'a fait Debye, cette compensation n'a plus lieu. Debye l’a rétablie par unc 


erreur de signe dans le calcul des intégrales relatives à l'hémisphère supérieur (0 € e<£) 


et à l'hémisphère inférieur = <9 > nm. La formule finale de cet auteur est donc inexacte, 
même dans les hypothèses dans lesquelles il s'est placé, au lieu de [loc. cit., formule (54)] 
i= 24 le, il faut mettre 2 = at le. 

a 


D 


siti ttt dn nee 
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pérature 
(9) a(v,T) = o%(v, To) + &(¥; To) (T — To): 
L’absorption d’énergie dl pour un rayon d’intensité I sur le 
trajet do est alors 
+ = (a+ & bp cosy) dp, 


de sorte qu'après un parcours p l'intensité du rayonnement a diminué 
comme l’exponentielle 
(10) 
ce 

ce que nous pouvons écrire, SI le gradient b de température est assez 
faible, 

¢ U 
(10 bis) — e~ %oP [: — “2 bptcose | : 


CET 
—%P—— bp cos? 
€ ? 


Il faut multiplier par cette expression le développement (8 bis) 
pour obtenir l'énergie qui, émise par le volume dx (p, 9, dp, dp), tra- 
verse la surface dS. ; 

Nous ne garderons, dans cette expression, que l’excès d’énergie sur 
l’énergie qui, dans le corps à température uniforme T,, atteindrait la 
surface dS. C’est dire que nous ne conservons que les termes propor- 
tionnels à b, les autres termes (termes indépendants, termes en 6”) 
s’annulant lorsque l’on fait l’intégrale pour toutes valeurs de 9 deo à 7. 


Nous obtenons ainsi 
(11) A dE — Lacan —Snavr] 
>< ete ban dS dy cos’ sing dpp dp. 


_ Pour intégrer en p de o à + >, nous avons les intégrales 


"+ I 


e~%o? do = —) 
if venom ons 


= 2 
e—%? p?dp = —: 
J harrier: 


Par rapport à 9, nous avons 


T —1 2 
f costgsing de=— f adr 3° 


Ann. Ee. Norm., (3), XXX VII. — DÉCEMBRE 1920. 57 
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Ceci nous donne finalement la quantité d'énergie qui traverse la 
surface dS (pour la fréquence v) 


| AE = as dt Lani ” a'AV-F |, 
(12) ‘ s 
| AE = An» as dy: = £9 (av). 


Pour obtenir le courant de chaleur total, il faut intégrer par rapport 
av, de o à +o. 

Nous donnerons la conductibilité calorifique A, qui représente le 
courant total d’énergie divisé par le gradient b de température et par 
la surface dS 


(13) res Pals iz 7 [46 T)V F(z) re 


e. Discussion. — Cette formule différe un peu de celle qui figure 
dans la Note aux Comptes rendus de juillet 1914; car, dans cette Note, 
j'avais supposé qu'il n’y avait pas de variation possible de la vitesse V 


avec la température, et surtout j'avais négligé de tenir compte de la. 


variation de l'absorption avec la température, de sorte que la compen- 
sation des deux termes en a’ ne se faisait pas et que je trouvais 


ot a t{ at @]a 


Il faut, pour le calcul de l'intégrale, tenir compte de la façon dont 
varient les diverses quantités en fonction de la température. Lorsque 
le liquide est en équilibre, la pression est la même en tous points, de 
sorte que, dans la dérivée par rapport à T, il faut garder la pression 
constante et tenir compte des variations de volume, proportionnelles 
aux écarts de température. Ces variations de volume entrainent des 


variations de la vitesse de propagation V, de la fréquence limite v,, et 


de l'absorption «. 


La variation de « ne joue pas de rôle, mais les autres quantités, v,, 
et V entrent dans la dérivée par rapport à la température. 


Si nous appelons c, la chaleur spécifique à pression constante, | 


nr 
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nous avons pour la variation de la densité totale d'énergie (à pression 
constante) : 


(14) perma fs [avwe (=) ] zn 


ou p désigne la densité du liquide. 
Le coefficient p provient de ce que la chaleur spécifique est rapportée 
à l’unité de masse et la densité d’énergie à l’unité de volume. 
Nous pouvons alors retrouver une formule analogue à celle de Debye 
(corrigée du coefficient numérique inexact de cet auteur) et écrire 
: 1 


(15) A=3 


V lrc,p; 
le coefficient Z,, libre parcours moyen des ondes ayant la définition 
. précise suivante : 


| à We I. 0 > 
(16) Vaf St (AV 2¥°F )p= const. dy =f a ST (AV? F)p=const.4¥, : 


l'indice p = const. rappelant que les dérivées sont prises à pression 
constante. 


J. Développement de la formule. — Le libre parcours moyen ainsi 
défini est d’ailleurs une fonction assez complexe. Nous pouvons trans- 
former un peu cette expression pour faire apparaître les différents 
termes qui y figurent. 


Nous avons 
; 4n f1 d [ASF 
(13 bis) A = — nv) | 
at Pree a PA Oa 
=F J gar )o+F , aveaT 


Nous pouvons essayer d’introduire ici les différentes hypothéses sim- 
plificatrices qui ont réussi 4 Debye dans la théorie des chaleurs spéci- 
fiques. Nous supposerons donc la vitesse de propagation des ondes, V, 
indépendante de la fréquence et de la température, et fonction seule- 
ment du volume spécifique. De méme, nous prendrons pour A les 


RE eet 
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valeurs 
ATi O LV << Um, 


A=— 0, PLU; th A dy = y. ; 
0 


Soit le coefficient de dilatation thermique du corps à pression 


constante ; 6 représentant la dilatation du corps entre le zéro absolu et 
la température T, nous avons 


dloge _ do. 1 
AT ee ; 


D'autre part, d’après la définition de A, nous voyons que + est nul 


pour v £ v, et infini pour v = y. Les dérivées de A et v,, sont reliées 
par 


de sorte que le dernier terme du développement s’écrit _ 


vn F (2 
(17) 4n [YF OA) _4r " VT) Om 
7 3 JaVioT 3 a(v,1T)V* or 


La fréquence limite v,, étant fonction de la température seulement par 
l’intermédiaire du volume, nous avons 

Pini rie Pie, G8 

oT” dloge aT 


=| 
Or v,, est proportionnel à ¢ *V, ce qui donne 


Om G10 %m ad _ y (1 9logV\ dè 
M, "dogs an aT’ 


3  dloge 


et nous trouvons en conséquence 


EE ns = — — — 


s(n + 

... 4n [vF 0A hn (æ) 1 dlogV\ dé 
b enfer EE dues 0g 

(17 bis) 3 J av JT © > atv.) V2 G Tree) 
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Le premier terme du développement (13 bis) s'écrit lui-même 


4x (°A oO VF 4n fi O WF 


Jee DE WA TI Sihine TVR 
aoe oveF NE qn 2 log V- dé nw 
— 3vV2 a OT 3V? dloge aT HE - 


De sorte que nous obtenons finalement 
oN (+) . 

TD eee ae | / Bier ARs 
0 


3 V? a oT : 
3 iy, ys F(?}" 
i Fn) dé FR) 1 dlogV | 
a dT x&(%m)- baal a 0 loge /. 


_ 2dddlogV -™ 
aT Est 


Nous pouvons définir raisonnablement le libre parcours moyen L à la 
température T par la relation 


(19) Had Er(G)e 


€ étant la densité totale d'énergie thermique du “ied ta nous définirons 
un second coefficient Lr par la relation | 


Vee _ oF (a ) 
(20) VLrpc,= af Pen Se 7 Par 
0 


p, densité; 

c,, chaleur spécifique à volume constant. 

nous noterons enfin L,, le libre parcours moyen ——— =e à des ondes ayant 
m 


la fréquence limite v,, 
La formule (18) prend alors la forme 


Tt di (, dlogV hvh [1 dlogV 
(at) cM eer a (2 Fee )LE+ bn pu (3 Tioge) | 
; gar.’ , 
V, vitesse de propagation des ondes ; 
les > volume spécifique ; 


c,, chaleur spécifique à volume constant; 
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L,, Let L,,, les libres parcours moyens définis ci-dessus (19) et (20); 
Vm» fréquence limite; 
€, densité d’énergie du rayonnemént thermique; 


oa coefficient de dilatation cubique du corps. 


Nous avons traité le cas d’un liquide, capable de propager un seul 
type d’ondes, des ondes longitudinales. 


g. Conductibilité calorifique d’un corps solide. — Dans un solide, il y 
aurait à considérer l'effet des ondes longitudinales et celui des ondes 
transversales qui s’ajouteraient l’un à l’autre. Si j'appelle A, le terme À 
représenté par la formule ci-dessus pour les ondes longitudinales et 
À,, le terme identique, calculé pour les ondes transversales seules, on 
aurait la conductibilité calorifique du solide par la somme 


ÀA= + dr 


les expressions intégrales de A, et A,, étant 


; At 0 dant sire 
TOL dur je din id an) MC T) Vj re 

a 

T 


(13 ter) : Ay = ae Pa oT [26 T) ba 


ou F(x) représente toujours la fonction 
F( = )}= . 
(i)= et 


Il faudrait tenir compte que, dans toutes les formules (1), (5), 
(7), (8), (tr), (12), (13), (14), (15), (16), (18), (19), (20), relatives 


aux ondes transversales, il faut multiplier par 2 la fonction F (3) » car la 
densité d'énergie d'ondes transversales est, toutes choses égales d’ail- 
leurs, double de celle d'ondes longitudinales, à cause des yoke polari- 
sations possibles. 
Notons enfin que, dans le cas du solide, on ne peut parler d’une 
proportionnalité entre A et la densité totale d’énergie £ ou la chaleur 
spécifique totale c, car Les termes relatifs aux ondes transversales et 


TN ST ee 
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longitudinales étant séparés, c’est séparément la densité d’énergie €, et 
la chaleur spécifique c, relatives aux ondes longitudinales qui intervien- 
dront dans le terme À,, tandis que la densité d’énergie ¢,, et la chaleur 


spécifique c,, relatives aux ondes transversales entreront, avec des 


coefficients différents, dans le terme A,,. 


h. Note annexe. Chaleur spécifique à pression constante. — Nous 
avons donné au Chapitre précédent l'expression de la chaleur spécifique 
à volume constant. Nous allons montrer comment on peut, au moyen 
des hypothèses qui viennent de nous servir, trouver le développement 
de la chaleur spécifique c, à pression constante. Dans le cas du liquide, 
on aura 

Vn 


* 0 /AWF 
Car} PCp— anf nr) 
3 : 
rar (FF dlogv» dd 


==} [à vk dy + ——————__ V »,/» ——— 
Sagas NET à CD Vs "logs dl” 


les notations étant les mêmes qu'aux formules (17). 

La chaleur spécifique à pression constante est caractérisée par le 
fait que le volume moléculaire » est fonction de la température, ce qui 
modifie v,, et V. J’exprime ces variations en fonction du coefficient de 


dilatation cubique 
| dè _ dloge 
Pe 7 es 


o est toujours la densité du corps. 
Ceci s'écrit donc 


4 4m fC revk dlogV dd fn (", és | 
PER 43 LL TS Cae a 1)" 
Anyi Le (Y%m\ 9 108%m dd 
nd Fe F(#) dloge dt 


Remplacons F par son expression tirée de la formule de Planck, et tout 
ce développement s’écrit 
E d3 dlogV thy, — d10g%m dù 


(23) (p= Co— à dt dloge hy Ologe al’. 
| . p dt dlogs pva(er—1) dlogs dt 
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a, a: d’ énergie de toutes les ondes longitudinales; 
VE 1e. fréquence limite ; 
0, danrpabatiies de référence du liquide. 
Je rappelle que l’on a 
dlog8 _ =er=-(-): 
dloge  dloge \3  dlogs 


Cette formule(22) permet donc de passer de la chaleur spécifique Cy 
à volume constant, définie au Chapitre précédent, à la chaleur EE 
fique c, à pression constante. 

Pons le solide on trouverait une formule be à la formule (22), 
mais avec des termes supplémentaires relatifs aux ondes transversales 


pa 3 dd /. dlogV, dlogV,,\. 
“ab. = 5 (ere + er loge 
ik &n dû  hv},  dologv ré 2RV/,mn 0 La 
“p dt Avim dloge Les d loge 
AE LT ARE "JR 


Les notations sont les mêmes que dans la formule (22), les termes 
_ affectésde l’indice / étant relatifs aux ondes longitudinales, l'indice #r 
se rapporte aux ondes transversales. 


RÉSUMÉ. 
Chapitre premier. 


Une idée domine les théories modernes sur les solides : l'agitation 
thermique du corps peut se décomposer en ondes élastiques se pro- 
pageant librement en tous sens. Tous les auteurs ont, depuis Einstein 
et Debye, basé leurs raisonnements sur cette idée, mais en la liant 
intimement aux hypothèses de quanta. J'ai voulu montrer que, sur ce 
point, le rôle des quanta est loin d'être aussi important qu’il apparaît 
au premier abord. Des raisonnements mécaniques et thermodyna- 
miques classiques permettent de retrouver tous les résultats généraux 
de la théorie des solides, en s’appuyant uniquement sur l’hypothèse 
initiale. 


La voie suivie consiste à généraliser, pour le rayonnement élas- 
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tique thermique, les lois classiques relatives aux radiations du corps 
noir. 

- Je rappelle d’abord, d’après Debye et Sommerfeld, le calcul des 
fréquences propres d’un corps solide et l'étude des différents modes 
de vibration qui peuvent y exister. 


Chapitre IL. 


Boltzmann a donné un raisonnement très général, qui lui permet 
de tirer du principe de moindre action la formule suivante : dans une 
transformation infiniment lente, la chaleur fournie à un système 
périodique de période 7 s'écrit | 


T étant l'énergie cinétique moyenne du système. De cette formule, 
on peut tirer une démonstration très générale de la loi de Wien et 
définir les conditions d’invariance adiabatique. 


> 


Chapitres III et IV. 


L'extension aux rayonnements élastiques des lois de Kirchhoff et 
de Wien se fait sans difficulté. Ces lois laissent, dans l’expression du . 


: 2 P ects RS y 
rayonnement thermique, une fonction indéterminée du rapport = 


(v, fréquence; T, température). J'ai voulu montrer que cette fonction 
doit nécessairement être identique à la fonction ‘analogue, relative 
aux radiations électromagnétiques. L'hypothèse d’une liaison, même 
très petite, entre les phénomènes élastiques et électromagnétiques, 
permet d'établir la loi ‘de Kirchhoff sous une forme très générale et 
d'étudier les conditions dans lesquelles les ondes élastiques et élec- 
tromagnétiques thermiques peuvent être en équilibre réciproque. Ces 
conditions se résument dans l'identité des deux fonctions arbitraires 
de Wien. 
| . Chapitre V. 


Les pressions de radiation des ondes élastiques ont été étudiées par 
lord Rayleigh, mais les formules données par cet auteur sont incom- 
Ann. Fe. Norm., (3), XXXVII. — DÉCEMBRE 1920. 4 S 58 


458 LÉON BRILLOUIN. 


plètes et renferment des contradictions. Or ces pressions de radiation 
jouent un rôle très important dans toutes les théories du solide. J'ai 
repris le calcul et trouvé qu’une seule formule donne, pour toutes les 
ondes, la valeur de la pression exercée sur un miroir plan 


Jlox\ k 


=E (cos? a 
P \ Dar logo 


E, densité d'énergie totale des deux ondes incidente et réfléchie ; 
V, vitesse des ondes; 
2, densité du milieu; 
y, angle d'incidence. 
Un raisonnement très général, basé sur la formule de Boltzmann 
(Chap. I), explique ce résultat. 


Chapitre VI. 


Cette loi des pressions de radiation une fois établie, il est possible 
de reprendre, pour les liquides ou les solides, le raisonnement qui 
fournit la loi de Stefan-Boltzmann dans le cas de l’électromagnétisme. 
Cette loi de Stefan se trouve profondément modifiée; je démontre 
ainsi une loi des états correspondants, sous une forme très générale, 


et je calcule les chaleursespécifiques, l'énergie, l’entropie, la dilata- : 
J 5 


tion du corps. Toutes ces formules se précisent, si l’on admet pour la 
loi universelle du rayonnement (Chap. HT et 1V) l'expression de 
Planck, introduite comme loi expérimentale du corps noir. Les 
formules ainsi démontrées sont très voisines de celles de Debye et ont 
recu d'excellentes vérifications expérimentales. 


Chapitre VIT. 


En introduisant les conditions d'émission et d'absorption des ondes, 
on peut définir leur libre parcours moyen; l'étude des échanges 
d'énergie entre les différentes parties d’un liquide ou d’un solide, lors- 
qu'il existe un gradient de température, m'a permis de donner l’expres- 
sion de la conductibilité calorifique. Y'avais, dans une Note aux Comptes 
rendus de 1914, indiqué aussi une valeur pour la viscosité. Mais ce 
calcul, basé sur des hypothèses trop simples (effet Doppler, aberra- 
lion), élait incomplet et devra être remanié. Les évaluations de Debye, 


PS 
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au sujet du libre parcours moyen des ondes, sont aussi très critiquables. 
Je remets à plus tard l'étude de ces deux points. 


L’agitation thermique du corps solide ou liquide étant analysée 
sous forme d’ondes élastiques, il est intéressant de rechercher 
comment se trouve troublée la propagation d’un rayon lumineux à 
travers un tel milieu. J'ai repris cette étude par deux méthodes diffé- 
rentes ('). Dans la première, je généralise un raisonnement d’Eins- 
tein sur cette question. Dans la seconde, j'étudie d’abord l'influence 
d’une onde élastique unique (traversant le milieu) sur un rayon lumi- 
neux, puis je fais la somme des effets de toutes les ondes élastiques 
thermiques de toutes directions et toutes fréquences. La formule 
finale obtenue est susceptible de vérifications expérimentales et 
se trouve déjà confirmée, qualitativement, par diverses observations, 
dans le domaine des rayons X. Des expériences précises seraient 
très souhaitables; elles permettraient de vérifier directement si la 
loi de Planck, jointe à l'hypothèse d'une fréquence limite des ondes 
élastiques (Debye), constitue une approximation convenable; sinon, 
elle donnerait directement une loi expérimentale des rayonnements 
élastiques thermiques. Le second raisonnement permettra, dans tous 
les cas, une discussion simple et rapide des résultats. 


(1) Cette parlie de l'exposé, n'ayant pas trouvé sa place ici, sera publite ultérieu- 
rement. Une Note aux Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, t. (57, 1914, p. 1331, 
en a donné l'essentiel. 
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LA DÉFINITION DE L'INTÉGRALE DÉFINIE 
(Lettre à M. le Directeur des Annales scientifiques de l’École Normale supérieure) 


Par M. Émze BOREL. 


M. Lebesgue revient sur la discussion qu’il a soulevée à propos des 
définitions de l'intégrale définie, et insiste en particulier sur la défini- 
tion que j'ai donnée pour l'intégration des fonctions non bornées ('). 
Il me paraît superflu de répéter mes arguments; les lecteurs de ce 
Journal ne sont pas de ceux pour lesquels celui qui parle le dernier a 
nécessairement raison; ceux que cette polémique intéresse ne man- 
queront pas de relire ma Note (*) après avoir lu celle de M. Lebesgue. 
Je voudrais seulement, par une citation d’une phrase que j'ai écrite il 
y a 20 ans, préciser le point de vue auquel je me suis toujours placé 
pour apprécier les faits mathématiques; je sais que ce point de vue ne 
peut pas être logiquement imposé à l'adhésion de tous; mais, comme 
je le crois juste, je tiens d’autant plus à le signaler quand l’occasion 
s’en présente. | 
Il s'agissait de l'affirmation d’Euler, d’après laquelle les géomètres 
ne se tromperaient pas en attribuant la valeur = à la série divergente : 


1 — TPS Ne 


M. Pringsheim avait formé un exemple dans lequel l'affirmation 
d’Euler était en défaut; il va de soi que tout analyste moderne forme- 
a, 

(1) Voir les Annales de l'École Normale, 3° série, t. XXXV et XXXVIT. 

(2) Annales de l'École Normale, 1. XXXVI. 
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rait aisément de nombreux exemples de ce genre et que je ne l'ignorais 
pas lorsque j'avais repris pour mon compte l'affirmation d’Euler. 
Voici maintenant la conclusion à laquelle j’arrivais, après une discus- 
sion inutile à reproduire ici (‘): 


« Pour prouver donc que l'affirmation d'Euler est fausse, en se pla- 
cant au point de vue d’Euler, il faudrait fournir l’exemple d'un géo- 
mètre qui, n'ayant aucune préoccupation relative aux séries divergentes et 
à la légitimité de leur emploi, a trouvé, dans des calculs ayant pour objet 
des recherches d’un ordre tout différent, une série pour laquelle la 
règle d’Euler est en défaut. 

» Tant qu’on n’aura pas fourni un tel exemple, on pourra dire que 
cette règle est exacte, au point de vue pratique ct expérimental, puisque, 
depuis un siècle, elle n'aurait trompé aucun des géomètres qui l’au- 
raient appliquée, sauf ceux qui se seraient précisément proposé comme 
but de la mettre en défaut; ceux-là, non plus, n'auraient d’ailleurs pas 
été trompés, puisqu'ils savaient à l’avance le but vers lequel ils ten- 
daient. » 


J'ajouterai que ceux-là même qui ne scraient pas entièrement 
d'accord avec moi sur ce point de vue initial ne peuvent contester la 
rigueur et l'importance de la théorie des séries divergentes à laquelle 
il m'a conduit et que de nombreux géomètres ont développée depuis 
mes premiers travaux. D'une manière analogue, ceux-là même qui 
considéreraient que l'interprétation littérale des textes (*) justifie les 
objections élevées contre ce que je persiste à regarder, pour ma part, 
comme une déformation, je dirais presque une caricature de ma défi- 
nition de l'intégrale des fonctions non bornées, ceux-là même ne 
pourront, je pense, contester la rigueur et l’utilité mathématique des 
déductions qui ont été ou qui seront tirées de cette définition par ceux 
qui se seront placés à mon point de vue. 


(1) Leçons sur les séries divergentes, p. 8 (Gauthier-Villars, 1901). 
(2) Ou plus exactement du texte seul de mon Mémoire du Journal de Mathématiques 


1912), Sans tenir compte de ma Note antérieure des‘ Comptes rendus ni de ma Note 
des Annales de l'École Normale (1919). ; 
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